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LXXV OLIMPIADA FIZYCZNA

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA
CZESC 1II

Rozwigzania zadan drugiej czedci I stopnia nalezy przesytaé do wlasciwego ze wzgledu na adres
szkoty Okregowego Komitetu Olimpiady Fizycznej w terminie do 14 listopada b.r. Zadania
nalezy przesylta¢ w formie papierowej lub w formie elektronicznej poprzez platforme internetows.
O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowac¢ suma punktéw uzyskanych za rozwiazania
zadan czesci 11 I1.

Szczegdty dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé na stronie interneto-
wej http://www.kgof .edu.pl.

Kroétka informacja na temat poprawnej redakcji rozwigzan zadan Olimpiady Fizycz-
nej

Zadania powinny by¢ rozwiazane jasno, przejrzyscie i czytelnie. Kazde zadanie powinno by¢ roz-
wigzane na oddzielnej kartce papieru. Poszczegdlne etapy rozumowania nalezy opisac, a wszelkie
zaleznosci fizyczne, ktore nie sg wprost podane w podrecznikach szkolnych — udowodni¢. Nalezy
rowniez objasni¢ wszelkie oznaczenia wystepujace w rozwigzaniach zadan. Rysunki moga by¢
wykonane odrecznie — musza by¢ jednak przejrzyste i czytelne oraz dobrze opisane w tekscie.

Rozumowanie przedstawione w rozwiazaniach nie moze zawiera¢ luk logicznych. Kazdy krok
rozumowania powinien by¢ zwiezle opisany, a przyjete zatozenia — klarownie uzasadnione. Roz-
wlektos¢ jest uznawana za ujemng ceche pracy.

Rozwiazanie zadania teoretycznego powinno by¢ poprzedzone analiza problemu poruszanego
w zadaniu, a zakonczone dyskusja wynikéw. Rozwigzania zadan teoretycznych powinny odnosié
sie do ogdlnej sytuacji opisanej w tredci, dane liczbowe (o ile zostaly podane) powinny by¢
podstawione dopiero do ostatecznych wzoréw.

W zadaniach do$wiadczalnych nalezy wyraznie rozgraniczy¢ czesci teoretyczna i do$wiadczalna.
Czes¢ teoretyczna zadania doSwiadczalnego powinna zawiera¢ analize problemu wraz z wyprowa-
dzeniem niezbednych wzoréw (o ile nie ma ich wprost w podrecznikach szkolnych) oraz sugestie
metody doswiadczalnej. Czes¢ doswiadczalna powinna zawiera¢ m.in. opis uktadu doswiadczal-
nego ilustrowany rysunkiem, opis wykonanych pomiaréw, wyniki pomiaréw, analize czynnikéw
mogacych wplywa¢ na wyniki (jak np. rozpraszanie energii lub opory wewnetrzne miernikéw),
opracowanie wynikéow wraz z dyskusja niepewnosci pomiarowych. Wykresy do zadania doswiad-
czalnego powinny by¢ starannie wykonane, najlepiej na papierze milimetrowym. Ocenie pod-
legaja wylacznie elementy rozwigzania opisane w pracy. W zadaniach doswiadczalnych osobno
oceniana jest cze$é¢ teoretyczna i cze$¢ doswiadczalna. Niedopuszczalne jest fabrykowanie, fal-
szowanie lub modyfikowanie danych pomiarowych - za tego typu dziatania grozi dyskwalifikacja.

W rozwiazaniach mozna postugiwaé¢ sie dowolnym uktadem jednostek, chyba ze tekst zadania
mowi wyraznie inaczej.
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ZADANIA CZESCI II (termin wysylania rozwigzan — 14 listopada 20257r.)

Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu
papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ identyfikator otrzymany
w trakcie rejestracji oraz nazwisko i imie autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy
dodatkowo nalezy podaé adres e-mail autora pracy oraz nazwe i adres szkotly. Osoby,
ktore chcg by¢ poinformowane listownie o wynikach kwalifikacji, do pracy powinny
dotaczyé zaadresowana do siebie koperte z naklejonym znaczkiem.

ZADANIA TEORETYCZNE

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan teo-
retycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 20 punktéow.

Zadanie T1

Na ptaskim, poziomym stole bilardowym spoczywa jednorodna, kulista bila. Bilardzista uderza
ja kijem w taki sposob, ze kij nachylony jest pod katem « € (0, 7/2) do poziomu, a prosta
bedaca przedtuzeniem kija przechodzi przez $rodek bili (patrz rysunek).

N

Wyznacz minimalny wspotezynnik tarcia statycznego p miedzy bila a stotem, przy ktérym nie
nastapi poslizg bili.

Przyjmij, ze uderzenie trwa na tyle krotko, ze cigzar bili jest zaniedbywalny w poréwnaniu z sita,
z jaka kij dziala na bile. Ponadto sita ta jest caly czas skierowana wzdtuz kija (oznacza to zatem,
ze tarcie kija o bile jest pomijalnie mate). Moment bezwtadnosci jednorodnej kuli o masie M
i promieniu 7 wzgledem $rodka masy wynosi I = 2Mr?/5. Przyjmij, ze w trakcie uderzenia bila
nie odskakuje od stotu.

Zadanie T2

Kulisty, metalowy zbiornik o promieniu r jest wypelniony mieszaning wody o masie m,, i tem-
peraturze t; = 0 °C z lodem o masie my, i tej samej temperaturze. Zbiornik jest otoczony
jednorodnym materialem izolacyjnym o stalej grubosci i wspétczynniku przewodnictwa cieplne-
go k, tak, ze calo$¢ tworzy kule o promieniu R. Temperatura na zewnatrz kuli, a jednoczesnie
na zewnetrznej powierzchni izolatora wynosi ¢y (przy czym ty > t1) i nie zmienia sie¢ w czasie.
Wyznacz czas, po jakim caly 16d ulegnie roztopieniu.

Topnienie lodu przebiega tak wolno, ze woda jest stale z nim w rownowadze termodynamiczne;j.
Ciepto topnienia lodu wynosi ¢, a ciepto wtasciwe wody c. Cidnienie wody nie ulega zmianie,
a zmiany objetosci wody z lodem mozna pomingé.
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Wspotezynnik przewodnictwa cieplnego k jest zdefiniowany nastepujaco:

Dla ustalonego przeplywu ciepta przez ciato w ksztalcie prostopadtoscianu o wymiarach a x b x d,
przy czym a, b > d, ktére nie gromadzi ani nie wydziela ciepta, przewodzacego ciepto miedzy
przeciwleglymi $ciankami 1 oraz 2 o wymiarach a x b, ktorych temperatury wynosza odpowiednio
Ty oraz Ty, ilos¢ ciepta @) przekazanego od Scianki 2 do Scianki 1 w ciggu czasu 7 jest dana wzorem

T, — T
d

T.

Q=k-ab

Zadanie T3

Wykonany z przewodnika o opornosci na jednostke dhugosci A, sztywny okrag o promieniu r
znajduje sie w prostopadtym do jego powierzchni zewnetrznym, statym polu magnetycznym
o indukcji B. Okrag styka sie z prostoliniowym przewodnikiem (pretem) o dtugosci 2r. Opér
elektryczny prostoliniowego przewodnika jest pomijalnie maty. Prostoliniowy przewodnik prze-
suwa sie po okregu ze staty predkoscia v.

®B

Wyznacz natezenie pradu ptynacego przez ten przewodnik, gdy znajduje sie on w odlegtosci x
od $érodka okregu. Pomin pole magnetyczne pochodzace od pradow plynacych w rozwazanym
obwodzie.

Zadanie T4 - numeryczne

Tenisistka uderza pitke o masie m oraz promieniu r znajdujaca sie w momencie uderzenia na
wysokosci hg nad powierzchnig kortu, w odlegtosci d od siatki. Chce ona by pitka przeleciata nad
siatka i uderzyta po jak najkrétszym czasie (od momentu uderzenia) w rég kortu, w odleglosci
a od siatki. Wysokos¢ siatki jest stata i réwna hg, a szeroko$¢ kortu (i zarazem dlugosc¢ siatki)
wynosi b. W momencie uderzenia pitka jest w takiej samej odlegtosci od bocznych linii kortu.
Przyjmij, ze przyspieszenie grawitacyjne wynosi g = 9,81 m/s?. Sita oporu powietrza dzialajaca
na pitke jest dana wzorem Fg = cmr?pv?/2 i jest skierowana przeciwnie do predkosci $rodka
pitki v wzgledem powietrza; ¢ oznacza stala oporu aerodynamicznego dla kuli, p gesto$¢ po-
wietrza. Zaktadamy, ze powietrze jest nieruchome wzgledem kortu. Przyjmij, ze uderzenie jest
natychmiastowe. Pitka si¢ nie obraca.

Przyjmujac d = 6,0 m, hy = 1,0 m, a = 12,0 m, b = 11,0 m, m = 58 g , r = 0,0325 m,
p=12%kg/m? m = 0,058 kg, c = 0,45 dla dwoch wartosci hg

a) hp = 0 m (tzn. tak naprawde tuz nad powierzchnig kortu; zaktadamy ze nawet w takiej
sytuacji tenisistka potafi odpowiednio uderzy¢ pitke),

b) ho = hs,
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wyznacz numerycznie ten najkrotszy czas oraz predkosé poczatkows pitki. W obu przypadkach
zrob odpowiedni wykres toru (w plaszczyznie tego toru), z zaznaczeniem siatki.

Uwaga:
Rozwigzanie powinno zawierac:

(i) wzory uzywane w rozwiazaniu wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem;
(ii) opis zastosowanego algorytmu;

(iii) opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania wraz z sposo-
bem zagwarantowania (lub sprawdzenia) wtasciwej doktadnosci wynikow;

(iv) wykresy oraz wartosci liczbowe, o ktérych mowa w tresci zadania
(v) jakosciowe omodwienie otrzymanych wynikow.

Nie jest dopuszczalne uzycie programéw do obliczen symbolicznych lub gotowych programéw
wyznaczajacych poszukiwany czas po podaniu toru.

Dodatkowe wskazowki dotyczace rozwiazywania zadan numerycznych znajdziesz w tresciach
i rozwigzaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.
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ZADANIA DOSWIADCZALNE

Nalezy przestaé rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadan do-
$wiadczalnych. Za kazde z zadan do$swiadczalnych mozna otrzymaé maksymalnie 40
punktow.

Zadanie D1
Masz do dyspozycji:

. plaska, pionowa, blaszana $cianke, do ktérej przyczepiaja sie magnesy (na przyktad $cianke
lodéwki),

. plaski magnes na lodowke, z tasSma magnetyczng o rozmiarach kilku centymetréw, np. taki
jak w sklepie z pamiagtkami (patrz zdjecie),

. potlitrowa butelke z tworzywa sztucznego (np. po wodzie mineralnej),

. wode (przyjmij gestos¢ wody 1,00 g/cm?),

. strzykawke o objetosci 10 ml,

. typowy papier do drukarki o gramaturze 80 g/m?,

. przynajmniej jednorazowy dostep do matlej elektronicznej wagi kuchennej o rozdzielczosci
1-2 g,

. nozyczki,

. tasme klejaca,

. odcinek cienkiego drutu miedzianego, o dtugosci 20-30 cm.

Dos$wiadczalnie sprawdz w mozliwie szerokim zakresie, ktory z dwoch ponizszych wzordéw lepiej
opisuje zaleznos¢ sity F' przyciagania magnesu od odlegtosci z miedzy powierzchniami Scianki
1 magnesu:

a) F= Foe*k’:,

b) F = Ax~".

W powyzszych wzorach Fy, A oraz k sa pewnymi dodatnimi statymi. Dla wzoru, ktéry lepiej
opisuje badang zaleznos¢, wyznacz wartos¢ statej k.

Uwaga 1: wybierajac magnes, wez mozliwie silny.
Uwaga 2: przyjmij, ze kartka typowego papieru do drukarki ma grubos¢ 0,1 mm.
Uwaga 3: zaloz, ze papier nie modyfikuje pola magnetycznego.

Przykladowy magnes (awers i rewers)
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Zadanie D2
Masz do dyspozycji:

. pusta puszke metalowa po napoju,

. koc termoizolacyjny uzywany w ratownictwie, ktory ma jedna strone ztota, a drugg —
srebrna,

. kawalki tasmy samoprzylepnej do mocowania elementéw do$wiadczenia,

« termometr umozliwiajacy odczyt temperatury z rozdzielczoscia 0,1 °C, w zakresie tempe-
ratur, w ktorym woda jest ciecza,

. stoper lub zegarek,
. korkowa podstawke pod gorace przedmioty lub ptaski kawatek styropianu,
. dostep do goracej wody.

Wyznacz stosunek szybkosci przeptywu ciepta przez jednostkowa powierzchnie koca termicznego
do otaczajacego powietrza zmierzonych dla dwoch utozen koca — strong ztota i strong srebrng
na zewnatrz, dla temperatury koca 36,6 °C. Do$wiadczenie wykonaj w pomieszczeniu o tempe-
raturze pokojowej. Podaj te temperature w rozwigzaniu.

Zadanie D3

Przyjmij, ze na mata (o promieniu z zakresu od 0,15 ¢cm do 0,5 cm) krople oleju poruszajaca
sie w wodzie dziata sita oporu zwrocona przeciwnie do predkosci poruszania kropli. Sita ta ma
warto$¢ zadang wzorem

F=A(rv)*,

gdzie r jest promieniem kropli, v predkoscig poruszania sie kropli, natomiast A i a to pewne
dodatnie state.

Masz do dyspozycji:

. przezroczysta butelke z tworzywa sztucznego (np. po wodzie mineralnej),

. wode,

. olej spozywezy (np. stonecznikowy),

. linijke,

. strzykawke z cienka igla (np. o $rednicy 0,5 mm),

. smartfon z mozliwoscig nagrywania wideo o znanej liczbie klatek na sekunde,

. statyw lub inng konstrukcje umozliwiajaca nieruchome umocowanie smartfonu.

Wyznacz wyktadnik o w powyzszej zaleznosci. Przyjmij, ze kropla oleju poruszajaca sie w wodzie
ma ksztatt kuli.
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ROZWIAZANIA

Rozwigzanie zadania T1

W trakme uderzenia na bile dziataja nastepujace sity: sita pochodzaca od kija F sita reakcji
podtoza R oraz sila tarcia podtoza o bile T. Kierunki i punkty przytozenia tych sit przedstawiono
na rysunku.

Site grawitacji pomijamy, gdyz, zgodnie z trescig zadania, jest ona zaniedbywalnie mata w po-
roOwnaniu z sita F.

srodek masy bili nie porusza si¢ pionowo, wiec z réwnowagi pionowych sktadowych sit wynika,
ze

Fsina=R (1)
7 11 zasady dynamiki, poziome przyspieszenie srodka masy bili jest rowne

Fcosa—T
_ - 2

gdzie M jest masa bili. Jedyna sila dajacg niezerowy moment sity wzgledem srodka masy bili
jest sita T'. Z II zasady dynamiki dla ruchu obrotowego, przyspieszenie katowe bili jest réwne

Tr
€= (3)

gdzie r jest promieniem bili, a I jej momentem bezwtadnosci wzgledem $rodka masy.

Aby bila nie §lizgata sie po podtozu musi zachodzié

a = €r. (4>

Réwnanie to, po wstawieniu zaleznosci (2) oraz (3), przyjmuje postaé

Fcosa—T Tr?
M I (5)

Wyrazajac F' przez R przy pomocy réwnania (1), otrzymujemy

M 2
Rcetga—T =T - Ir’ (6)
a stad
T ctg o
R 1+ Mr?/I 0
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7 drugiej strony, z definicji wspotezynnika tarcia, T'i R speliaja warunek 7' < pR. Oznacza to,
ze minimalny wspotczynnik tarcia przy ktérym nie nastapi poslizg jest réwny

ctg

- 1+ Mr?2/1 ®)

I

Wstawiajac wyrazenie na moment bezwtadnosci kuli I = 2Mr?/5 otrzymujemy

2
p== ctg a. 9)

Punktacja zadania T1

Zwiazek miedzy sila z jaka kij dziata na bile a sita reakcji podloza (wzér (1) lub

FOWTIOWAZILY )+ o v e vttt et e e e e et e et et e e e e e e e e e e e 1 pkt
Zwiazek miedzy przyspieszeniem srodka masy bili a poziomymi sitami dzialajacymi na
nia (wzor (2) lub rOWNOWAZILY) .. ... 2 pkt
Zwiazek miedzy przyspieszeniem katowym bili a sity tarcia (wzor (3) lub réwnowazny)

1 pkt
Warunek braku poslizgu (wzoér (4) lub réwnowazny) ..., 1 pkt
Zwiazek miedzy sita reakcji podtoza a sila tarcia (wzor (5) lub réwnowazny) ........ 3 pkt
Minimalny wspétczynnik tarcia, przy ktorym nie zajdzie poslizg (wzér (9) lub réwno-
WAZILY )+ e ettt et et e e e e e e 2 pkt

Rozwigzanie zadania T2

Zauwazmy, ze w trakcie roztapiania lodu w zbiorniku mamy mieszanine wody z lodem, a wiec
temperatura powierzchni tego zbiornika nie ulega zmianie.

Ciepto przeptywajace w jednostce czasu (czyli moc ) przez wspol srodkowa ze $rodkiem zbiornika
sfere o promieniu p jest réwne

P = 47Tp2j(p)’ (1O>
gdzie j jest strumieniem ciepta ptynacego przez te sfere (iloscia ciepta na jednostke powierzchni
i jednostke czasu). Poniewaz mamy do czynienia z ustalonym przeplywem ciepta, P nie zalezy
od p. Wynika z tego, ze zaleznos¢ strumienia j od odleglosci p jest dana wzorem

P
 4mp?’

(11)

i(p)

Zgodnie z definicjg wspotczynnika przewodnictwa oznacza to, ze zmiana temperatury d7' przy
zmianie odlegltosci od p do odlegtosci p 4+ dp, gdzie dp jest mate, wynosi

j(p) P
a7 = 2 qp = dp. 12
w P (12)

Jest to wzér analogiczny do wzoru na mata zmiane potencjatu pola elektrycznego w polu ta-
dunku punktowego. Zatem analogicznie do przypadku elektrycznego, réznica temperatur miedzy
odlegtosciami R oraz r wynosi

T(R) - T(r) = — - <1 - 1) . (13)
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W naszym przypadku T(R) — T'(r) =ty — t; co daje

4k (tQ — tl)
P=—= 14
1/r—1/R (14)
Do roztopienia lodu potrzebne jest ciepto
Q = myqg, (15)
zatem catkowity czas roztapiania jest rowny
Q
r= 2 (16)
4k (tQ — tl) ’

Punktacja zadania T2

Zauwazenie statosci temperatury zbiornika w trakcie roztapiania lodu oraz statos¢ mocy
przeptywajacej przez dowolng sfere wewnatrz izolatora, wspotérodkowa ze $rodkiem

ZDIOTIIKA ... 2 pkt
Zalezno$¢ strumienia ciepta od odlegtosci od srodka (wzér (11) lub réwnowazny) ....2 pkt
Zalezno$¢ zmiany temperatury d7' od odlegtosci p oraz jej zmiany dp (wzoér (12) lub

TOWIIOWAZILY )+« et e vt ettt e e e e e e e e et e e e e e e e e 1 pkt
Jawny wzor na przeptywajaca moc (wzér (14) lub réwnowazny) ..................... 3 pkt
Ciepto potrzebne do roztopienia lodu (wzér (15) lub réwnowazny) .................. 1 pkt
Czas roztapiania lodu (wzér (17) lub réwnowazny) ..............cooiiiiiiiaon.... 1 pkt

Rozwigzanie zadania T3

Zauwazmy, ze predko$¢ zmiany powierzchni ,zakreslanej” przez czes¢ preta znajdujaca sie we-
wnatrz okregu jest réwna vl, gdzie [ jest dtugoscia tej czesci. Zatem zgodnie z prawem Faradaya
w pierwszym obwodzie (sktadajacym sie z tuku okregu po lewej stronie preta oraz czesci preta
znajdujacej sie wewnatrz okregu) indukuje sie sita elektromotoryczna

& =—uvBlI, (18)

przy czym

[ =2Vr?2 — a2, (19)

Opor elektryczny preta jest pomijalnie maty, a opér elektryczny lewego tuku okregu jest réwny

T¢l)\7
gdzie
¢1 = 2w — 2arccos (x/r),
Wobec tego natezenie pradu ptynacego w pierwszym obwodzie jest réwne

vBl

ST
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gdzie dodatnie j; oznacza prad pltynacy zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

Analogicznie natezenie pradu ptynacego w drugim obwodzie (skladajacym sie z tuku okregu po
prawej stronie preta oraz czesci preta znajdujacej sie wewnatrz okregu) jest réwne

vBl

= 21
J2 ’I"(bg)\’ ( )
gdzie ¢y = 2arccos (z/r). Dodatnie j, oznacza prad plynacy zgodnie z ruchem wskazowek
zegara. Zmak jest przeciwny niz poprzednio, gdyz ograniczona przez pret powierzchnia ulega

zmniejszaniu.
Zauwazmy, ze ji; i jo daja przeciwny wkitad do natezenia pradu plynacego przez pret, zatem
natezenie pradu ptynacego przez rozwazany przewodnik wynosi
J = n—J2= (22)
vB 1 1
_ B _( ; ) (23)

7w —arccos (z/r)  arccos (x/r)

Punktacja zadania T3

Sita elektromotoryczna w pierwszym obwodzie (wzér (18) lub réwnowazny) ......... 3 pkt
Natezenie pradu ptynacego w pierwszym obwodzie (wzér (20) lub réwnowazny) .. ... 2 pkt
Natezenie pradu ptynacego w drugim obwodzie (wzér (21) lub réwnowazny) ........ 3 pkt

Jawny wzér na natezenie pradu plynacego przez pret (wzoér (23) lub réwnowazny) .. 2 pkt

Rozwigzanie zadania T4 (numerycznego)

Zauwazmy, ze poniewaz pitka sie nie obraca i nie wieje wiatr, zagadnienie jest praktycznie dwu-
wymiarowe — pitka pozostaje w plaszczyznie pionowej wyznaczonej poczatkowe potozenie oraz
wektor predkosci poczatkowej pitki.

Oznaczmy przez |y odlegto$¢ miedzy poczatkowym potozeniem pitki a rogiem kortu, natomiast
przez ls odlegtos¢ miedzy poczatkowym potozeniem pitki a siatkg wzdluz prostej poczatkowe
potozenie pitki — rég kortu. Z geometrii zagadnienia wynika, ze

lo=/(a+d)* + (b/2)* = 18,822 m, (24)
d

lo= "y =6.274 m. 25

a+d’ o (25)

gdzie wartosci liczbowe odpowiadajg podanym w tresci zadania wartosciom parametrow.

Wprowadzmy tez stata f zwigzana z sita oporu powietrza, zdefiniowana jako

fo c7rr2,0' (26)

2m

Dla wartosci parametréw podanych w tresci zadania otrzymujemy f = 0,01545 1/m.

Zagadnienie mozna podzieli¢ na dwa etapy:

A. Dla zadanego wektora predkosci poczatkowej pitki (czyli jego sktadowych: poziomej v, oraz
pionowej vyg), wyznaczenie toru pitki, czasu jej lotu (do chwili uderzenia w kort) 7}, oraz
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odlegtosci L punktu uderzenia pitki w kort od potozenia poczatkowego. Dla sprawdzenia
czy pitka przeleciata nad siatka interesuje nas jeszcze wysokos¢ ys pitki nad kortem, gdy
przelatuje ona nad siatka lub uderza w nia.

B. Takie dopasowanie warunkéow poczatkowych, by tor i czas lotu spetiat warunki podane w
tresci zadania, tzn. chcemy by dla torow spetniajacych warunek L = [y wartos¢ T, byla
minimalna, przy czym pitka powinna przelecie¢ nad siatka (ys > hs).

A. Wprowadzmy uktad wspoétrzednych xy, w ktorym x jest pozioma sktadowa potozenia pitki,
a y — pionowa, mierzona od dolnego punktu pitki. W tym uktadzie obowigzuja rownania ruchu

ma, = —UimeQ, (27)
v

ma, = —@mfv2 —mg, (28)
v

gdzie v,, v, oznaczaja odpowiednie sktadowe predkosci pitki, a a,, a, — odpowiednie sktadowe jej
przyspieszenia,

oraz zgodnie z definicja f

W czedci A naszym zadaniem jest rozwiazanie numeryczne powyzszych réwnan przy warunku
poczatkowym

Uﬂﬁ(t = O) = Uz0, (29)
vy (t = 0) = vy, (30)
z(t =0) =0, (31)
Poczatkowo interesujg nas w tym rozwigzaniu jedynie:
e wysokosé ys pitki nad powierzchnig kortu, gdy przekracza ona lini¢ siatki, czyli
ys = y(ts), (33)

gdzie t4 jest takim czasem, ze x(ts) = Is.
e odlegto$é¢ od potozenia poczatkowego w chwili upadku pitki na kort L,

e oraz czas Ty, do momentu uderzenia pitki w kort.
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Rozwigzanie numeryczne czesci A
Rownania ruchu mozna przepisa¢ w postaci réznicowe]

= (39

o g, (35)

A, (36)

ii = vy, (37)

v= 2+ 02 (38)
Avy

Dwa z powyzszych réwnan otrzymalismy, dokonujac zamiany a, — R, a, — % w rownaniach
(27) 1 (28), kolejne dwa biora sie wprost z definicji predkosci. A odpowiada réznicy miedzy

wartoscig w chwili ¢, = t,, + At oraz w chwili ¢,,.

Sposrod bardzo wielu algorytmow pozwalajacych na numeryczne rozwiazanie rozwazanego za-
gadnienia, w niniejszym rozwigzaniu wybraliSmy jeden z najprostszych: na podstawie predkosci
w chwili ¢,, wyznaczamy predkosé w chwili ¢, + At, a nastepnie wyznaczmy nowe potozenie wy-
korzystujac srednig z predkosci w chwilach ¢,, oraz t,, + At. Opisuje to nastepujacy uktad rownan
rekurencyjnych

Un = \/(Uw,n>2 + (Uy,n)Qv (39)
Vg1 = Vg n — [0 Vg - AL, (40)
Uynt1 =Vyn — ([ -0 vy +g) - At, (41)

Tpi1 = Tn + (Ve + Vo) - AL/2, (42)
Ynt1 = Yn + (Uy,n + Uy,n+1) : At/?, (43)
tay1 = tn + At (44)

Nietrudno wykazac, ze dla f = 0, czyli dla zwyklego rzutu uko$nego bez sity oporu, powyzsze
rownania dajg sciste rozwigzanie nawet dla duzych At.

Do réwnan (39-44) musimy dopisa¢ réwnania okreslajace poczatkowe wartosci potozenia i pred-
kosci.

Algorytm odpowiadajacy powyzszym réwnaniom nie jest najbardziej efektywny, jednak biorac
pod uwage, ze moc i doktadnos¢ obliczen wspotczesnych komputeréw pozwala na przyjecie bardzo

matego kroku czasowego, jest wystarczajacy — jak si¢ przekonamy — do rozwigzania naszego
zadania.

Musimy jeszcze dodac ustalanie wysokosci pitki nad kortem dla x = x4 oraz warunek zatrzyma-
nia iteracji, gdy pitka osiggnie powierzchni¢ kortu oraz ustalanie odleglosci pitki od potozenia
poczatkowego w tej chwili — opiszemy to doktadniej w nastepnej czesci. (Zauwazmy, ze zamiast
wyznaczania odlegtosci od poczatkowego potozenia w chwili, gdy pitka osiggnie powierzchnie
kortu, mozna wyznacza¢ wysokos¢ pitki nad kortem, gdy x = [y lub stosowa¢ mieszane podej-
Scie.)
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Opis algorytmu/programu komputerowego

Powyzsze rownania rekurencyjne tatwo jest przeksztatci¢ na program komputerowy, ktéry w petli
oblicza kolejne wartosci. Odpowiada on nastepujacemu pseudokodowi:

V = sqrt (Vx*Vx + Vy*Vy) (45)
Vxp = Vx, Vyp = Vy (46)
Xp=X, Yp=Y (47)
Vxn = Vx - £xVxVxx dT (48)
Vyn = Vy - (£*xV*Vy + g)* dT (49)
X =X+ (Vx + Vxn)* dT/2 (50)
Y=Y+ (Vy + Vyn) * d4T/2 (51)
T =T + dT (52)

WprowadziliSmy zmienne pomocnicze Xp, Yp, Vxp oraz Vyp tymczasowo przechowujace po-
przednie wartosci sktadowych potozenia i predkosci.

Powyzsze polecenia nalezy wykonywac¢ w petli. Nalezy do nich doda¢ przypisanie poczatkowych
wartoéci zmiennym Vx, Vy, X, Y, T, zapisywanie wartosci X, Y obliczonych w danym kroku (ale
jest to niezbedne tylko, jak juz ustalimy sktadowe predkosci poczatkowej — aby mdc narysowaé
tor), wyznaczanie y,, L, oraz warunek konica iteracji; mozemy to zapisaé¢ np. nastepujaco

JEZELI Y < OTOTL =T - Y/Vy, L = Xp - Yp/(Y-Yp)*(X-Xp), ZATRZYMAJ (53)
JEZELI X > Ls ORAZ P = -1 TO P =0, Ys = Yp + (Ls - Xp)/(X-Xp)*(Y-Yp) (54)
JEZELI P = 0 ORAZ Ys < Hs TO L = Ls, TL = Tnies, ZATRZYMAJ (55)
JEZELI P=0TO P =1 (56)
Powyzej wprowadzilismy zmienng pomocniczg P o wartosciach: P = -1 — gdy pitka jest przed

siatka (wartos¢ poczatkowa), P = 0 —gdy pitka jest nad siatka, P = 1 — gdy pitka jest za siatka.
Tnies to stata odpowiadajaca formalnie nieskoniczonej wartosci czasu. TL = T - Y/Vy to inter-
polacyjne wyznaczenie chwili uderzenia pitki o kort, L = Xp - Yp/(Y-Yp)*(X-Xp) to interpola-
cyjne wyznaczenie potozenia pitki w tej chwili, natomiast Ys = Yp + (Ls - Xp)/(X-Xp)*(Y-Yp)
to interpolacyjne wyznaczenie wysokosci pitki, gdy przelatuje nad siatka lub uderza w nia.

W sumie niemal pelny pseudokod ma postaé¢ nastepujaca:

X=0, Y=HO, Vx = Vx0, Vy = VyO, T = 0, P = -1 (57)
POWTARZAJ (58)
polecenia (45-52) (59)
polecenia (53-56) (60)
KONIEC POWTARZANIA (61)

Kod w jezyku C++ odpowiadajacy powyzszemu pseudokodowi jest czescig rozwiagzania dostep-
nego na stronie KGOF. Wspotrzedne x oraz y potozenia pitki sg zapisywane do plikéw tekstowych
(jeden plik na jeden zestaw parametréw). Aby utatwi¢ poréwnywanie wynikéw i ograniczy¢ licz-
be zapisywanych danych, nie wszystkie obliczone potozenia byty zapisywane, a jedynie np. co
10-te lub co 100-te — w zalezno$ci od wartosci kroku czasowego.
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Sprawdzenie poprawnosci oraz dokladnosci wyznaczania toru oraz parametréow z nim
zwigzanych

Juz na tym etapie wstepnie sprawdzono poprawnosé¢ algorytmu i jego implementacji oraz do-
ktadnosé obliczen dla arbitralnie wybranych (ale realnych) wartosci parametréw poczatkowych
V0 = 20 m/s, vy = 20 m/s. Dla wartoéci f réwnych 0 oraz f = 0,01545 1/m oraz réznych
wartosci At wyznaczono odpowiednie wartosci L, T}, oraz ys.

Otrzymano nastepujace wyniki:

f,1/m | At s L, m T, s Ys, M
0

0,1 81,5408 | 4,07760 | 5,7938
0 0,01 81,5493 | 4,07747 | 5,7997
0 0,001 81,5494 | 4,07747 | 5,7998
0,01545 | 0,1 42,7320 | 3,30355 | 5,7288

0,01545 | 0,01 43,7050 | 3,36085 | 5,7518
0,01545 | 0,001 | 43,8011 | 3,36670 | 5,7531
0,01545 | 0,0001 | 43,8107 | 3,36729 | 5,7532
0,01545 | 0,00001 | 43,8117 | 3,36735 | 5,7533

Zauwazmy, ze wyniki dla przypadku f = 0 wyniki mozna uzyska¢ $cidle i wynosza one

L =20 "0 _ 8] 54944 m, (62)
g
Ty = 2“;0 — 4,077472 s, (63)
I 1 (1)
b= v = 59 (L5 ) = 579977 m, (64)

Na podstawie powyzszych wynikow wstepnie przyjeto, ze krok czasowy At = 0,001 s jest wy-
starczajacy do uzyskania doktadnosci L ok. 1 cm oraz T}, okoto 0,001 s.

Rozwigzanie numeryczne czesci B

Majac wyznaczony zasieg oraz czas, musimy tak dopasowaé warunki poczatkowe (czyli sktadowe
predkosci poczatkowej), by = w chwili uderzenia pitki o kort byto réwne Iy (czyli by L = Iy)
natomiast czas byt jak najmniejszy. Poniewaz mamy dwa parametry, a w dodatku warunek, ze
pitka ma przelecie¢ nad siatka, nie jest to zadanie trywialne.

Zastosujemy ,metode brutalnej sity” (komputera) — bedziemy zmienia¢ wartosci parametréw az
otrzymamy najlepsza wartosc.

Dla przypadku hy = 0 poczatkowo rozwazono najpierw wszystkie kombinacje v,y z zakresu
od 15 m/s do 40 m/s z krokiem 0,01 m/s oraz v,y z zakresu od 2 m/s do 8 m/s z krokiem
0,01 m/s z ustalong wartoscia At = 0,001 s. Z otrzymanych danych odfiltrowano te dla ktérych
|L — lp| > 0,05 m lub T, > 10 s, czyli te przypadki, gdy pitka nie uderza w poblizu oczekiwanego
punktu konicowego lub czas jest praktycznie nieskonczony (bo pitka uderzyla w siatke). Na
podstawie otrzymanych wynikéw powtérzono opisang procedure dla v, z zakresu od 22 m/s do
23 m/s z krokiem 0,001 m/s oraz vy, z zakresu od 5,0 m/s do 5,1 m/s z krokiem 0,001 m/s.
Pozostawiono jedynie te dane, dla ktérych |L — ly| <= 0,01 m oraz T}, < 10 s. Na tej podstawie
uzyskano wyniki przedstawione w czesci Wyniki oraz ich dyskusja.
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Dla przypadku hy = 1 m poczatkowo rozwazono najpierw wszystkie kombinacje v,o z zakresu
od 10 m/s do 45 m/s z krokiem 0,01 m/s oraz vy z zakresu od 0 m/s do 5 m/s z krokiem
0,01 m/s z ustalona wartoscig At = 0,001 s. Z otrzymanych danych odfiltrowano te, dla ktérych
|L —lp| > 0,05 m lub T}, > 10 s, czyli te przypadki, gdy pitka nie uderza w poblizu oczekiwanego
punktu konicowego lub czas jest praktycznie nieskonczony (bo pitka uderzyla w siatke). Na
podstawie otrzymanych wynikéw powtérzono opisang procedure dla v, z zakresu od 38 m/s do
40 m/s z krokiem 0,001 m/s oraz vy, z zakresu od 0,8 m/s do 0,95 m/s z krokiem 0,001 m/s.
Pozostawiono jedynie te dane, dla ktérych |L —ly] <= 0,01 oraz T, < 10 s. Na tej podstawie
uzyskano wyniki przedstawione w czesci Wyniki oraz ich dyskusja.

Kod w jezyku C++ odpowiadajacy opisanym powyzej procedurom znajduje si¢ na stronie
KGOF. Wykresy wykonano przy pomocy programu Gnuplot na podstawie zapisanych do plikoéw
przez program w C++.

Wyniki oraz ich dyskusja

Dla przypadku hy = 0 otrzymano, ze najkrotszy czas wynosi 0,97 s i jest osiggany dla v,y =
22,5 m/s oraz v,y = 5,05 m/s. Wykres toru jest przedstawiony na Rys. 1, parametry tego wykresu
sg podane na tym rysunku.

siatka
1.4 tL=10.97s, vx0 = 22.5 m/s, vy0 = 5.05 m/s, I-I0 = -0.003 m, dt = 0.00001 s, ys = 1.000 m

0.9

08

y, m
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0.6
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0
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 105 11 115 12 125 13 135 14 145 15 155 16 165 17 175 18 185 19 195 20
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Rysunek 1: Tor pitki dla Ay = 0 m odpowiadajacy najkrotszemu czasowi

W tym przypadku najkrotszy czas jest osiagany, gdy pitka przelatuje tuz nad siatka.

Dla przypadku hy = 1 m otrzymano, ze najkrétszy czas wynosi 0,56 s i jest osiagany dla v, =
38,9 m/s oraz v,y = 0,85 m/s. Wykres toru jest przedstawiony na Rys. 2, parametry tego wykresu
sg podane na tym rysunku.

Rowniez w tym przypadku minimalny czas jest osiagany, gdy pitka przelatuje tuz nad siatka.

Sprawdzenie poprawnosci oraz dokladnosci konnicowych wynikéw
Dla obu rozwaznych przypadkéw (hg = 0 m oraz hg = 1 m) ponownie sprawdzono doktadnosé
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Rysunek 2: Tor pitki dla Ay = 1 m odpowiadajacy najkrotszemu czasowi

numerycznego wyznaczania toru zmniejszajac krok czasowy z At = 0,001 s do At = 0,0001 s,
a nastepnie nawet do At = 0,0001 s; przy tych samych warunkach poczatkowych otrzymano,
z doktadnoscig do trzech cyfr po przecinku, takie same wartosci czasu T7,.

Ze wzgledu na sposob otrzymania wyniku (sprawdzanie dyskretnych wartosci), doktadnosé wy-
znaczonych v, oraz v,y nie moze by¢ wieksza niz 0,001 m/s. Dodatkowo dla otrzymanych pa-
rametrow powtérzono (oprécz At = 0,001 s) wyznaczanie toru dla At = 0,0001 s i otrzymano,
z doktadnoscia do trzech cyfr po przecinku, odpowiednio takie same warto$ci minimalnego czasu

17

Poniewaz zmiany wyznaczonego czasu minimalnego byly istotne (wigksze od 0,01 s) dopiero przy
zmianach sktadowych predkosci o okoto 0,1 m/s, przyjeto, ze doktadnosé wyznaczenia najkrét-
szego czasu wynosi 0,01 s, natomiast doktadno$¢ wyznaczenia kazdej ze sktadowych predkosci
poczatkowej pitki jako réwna 0,1 m/s

Punktacja zadania T4

Réwnania ruchu (lub réwnowazne wyrazenie/wyrazenia) obowiazujace w rozwazanym
zagadnieniu (wzory (27, 28) lub réwnowazne) wraz z okre$leniem warunkéw poczatko-
wych (wzory (31-32) lub réwnowazne) ............cooiiiiiiiii i 1 pkt
Opis algorytmu wyznaczania toru, zasiegu L, czasu Ty, oraz wysokosci pitki nad siatka
Ys Oraz sposobu jego implementacji ............ . 2 pkt
Przedstawienie wiarygodnego sposobu weryfikacji prawidlowosci otrzymanego toru
i liczb (np. poréwnanie otrzymanych L, Ty, ys dla réznych krokéw czasowych) ...... 1 pkt
Wiarygodny algorytm wyznaczania warunkéw poczatkowych vy, v40 odpowiadajacych
szukanemu minimalnemu CZasOWI .............oiii 2 pkt
Wyznaczenie w przypadku hg = 0 m, ze najkrétszy czas wynosi (0,97 +0,01) s i jest
osiagany dla v,0 = (22,5 £0,3) m/s oraz v,y = (5,05 £ 0,10) m/s wraz z okresleniem
doktadnosci wynikéw oraz wykres toru zgodny z wykresem w rozwigzaniu wzorcowym

2 pkt
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Wyznaczenie w przypadku hg = 1 m, ze najkrotszy czas wynosi (0,56 £ 0,01) s i jest
osiagany dla v,0 = (38,9 £0,5) m/s oraz v,y = (0,85 £ 0,10) m/s wraz z okresleniem
doktadnosci wynikéw oraz wykres toru zgodny z wykresem w rozwigzaniu wzorcowym

2 pkt

Uwaga:

Podane w punktach 5. oraz 6. zakresy wartosci to sg zakresy akceptowalnego wyniku podanego
przez uczestnika; uczestnik powinien podac¢ doktadnos$¢ zgodna z jego rozwazaniami. Za wyniki
(punkty 5. oraz 6.) punkty nie sa przyznawane nawet jesli sa poprawne, jesli nie ma opisu sposobu
otrzymania tych wynikéw.

Rozwigzanie zadania D1

Czesé teoretyczna

7 tresci zadania wynika, ze odlegltos¢ miedzy magnesem a metalows ptaszczyznag mozna mierzy¢,
wktadajac miedzy nie kolejne kartki papieru. Zgodnie z Uwaga 3 umozliwia to zmiane¢ odlegtosci
w krokach co 0,1 mm.

Pomiar sity przyciagania miedzy magnesem a blachg mozna przeprowadzi¢, mierzac site tarcia
pomiedzy dociskanym papierem a powierzchnia lodowki. W praktyce, po wtozeniu odpowied-
niej liczby kartek papieru, magnes wraz z papierem zacznie si¢ zsuwaé¢ pod wlasnym ciezarem.
Oznacza to, ze w tym momencie sita tarcia zrownala sie z ciezarem uktadu (magnes + papier).
Jednoczesnie sita tarcia jest rowna sile przyciagania magnetycznego (pekiacej tu role sity naci-
sku) pomnozonej przez wspétczynnik tarcia statycznego f. Znajac ciezar uktadu, mozemy wiec
okresli¢ site oddziatywania magnetycznego — z doktadnoscia do nieznanego wspoétcezynnika tarcia.

Naszym celem nie jest jednak wyznaczenie bezwzglednej wartosci tej sity, lecz zbadanie charak-
teru jej zaleznosci od odlegtosci. Fakt, ze otrzymamy wartosé¢ przeskalowang przez wspotezynnik
tarcia, nie stanowi zatem problemu. Przy mniejszej liczbie kartek (czyli mniejszej odleglosci mie-
dzy magnesem a blacha) spodziewamy sie wiekszej sity przyciagania. Aby doprowadzi¢ wtedy do
zeslizgniecia, trzeba dodatkowo obcigzy¢ uktad. W tym celu wykorzystano lekka plastikows bu-
telke o pojemnosci 0,5 litra, przymocowana drutem do pliku kartek. Korzystajac ze strzykawki,
mozna jg stopniowo napetnia¢ woda, zwigkszajac ciezar uktadu w kontrolowany sposob.

Pomiary wykonano w nastepujacy sposob: za pomoca tasmy klejacej i nozyczek sporzadzono plik
przypominajacy ksigzeczke z kawaltkow kartek nieco wiekszych niz uzyty w doswiadczeniu magnes
(co oznacza, ze jedna pocigta kartka A4 wystarcza na co najmniej kilka stron ksiazeczki). Do
grzbietu tej ksiazeczki za pomoca drutu przyczepiamy pusta mata plastikowa butelke. Wazymy
uktad ztozony z magnesu, ksigzeczki i pustej butelki. Pomiary zaczynamy od minimalnej liczby
kartek, przy ktérej uktad obciazajacy zsuwa sie samoczynnie (dla uzytego w tescie do$wiadczenia
uktadu bylo to 11 kartek). Nastepnie zmniejszamy liczbe kartek pomiedzy blacha a magnesem
podwijajac jedna, potem dwie i kolejne kartki (patrz rysunek 6) i dodajemy do butelki tyle
wody, by znow uzyskac zeslizgniecie. W ten sposob otrzymujemy zalezno$¢ masy potrzebnej do
zeslizgniecia sie od liczby kartek, czyli od odlegtosci miedzy magnesem a blacha. Zaleznosé ta
odzwierciedla sile przyciagania magnetycznego (przeskalowana wspoétezynnikiem tarcia):

(mO + mw)g = meag(nd)v (65)
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gdzie: my — masa pustej butelki, drutu, magnesu i papieru, m,, — masa wody w butelce, n —
minimalna liczba kartek, przy ktorej uktad zaczyna sie zsuwac¢, g — przyspieszenie ziemskie,
Finag(nd) — sita przyciggania magnetycznego dla odlegltoéci nd, d — grubo$é pojedynczej kartki.

-<«<—— blaszana Scianka

-«——Kkartki papieru

J«<—magnes

——miedziany drut

-<<—hutelka z woda

Rysunek 3: Schemat uktadu pomiarowego.

Pomiar mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby: albo dla ustalonej liczby kartek dobiera¢ odpo-
wiednie obciazenie (jak opisano wyzej), albo dla ustalonego obciazenia dobiera¢ liczbe kartek,
przy ktérej magnes jeszcze sie trzyma, ale po dodaniu jednej wiecej — zsuwa sie. Obie metody
prowadza do tych samych wynikow.

Jesli zalezno$¢ miedzy sita a odlegltoscia ma charakter wyktadniczy:
Frag(z) = Foe ™, (66)

to po podstawieniu do rownania (65), podzieleniu przez pewne state F* w celu przeksztalcenia
réwnania do postaci bezwymiarowej (np. F* = 1 N) i obliczeniu logarytmu obu stron réwnosci

otrzymujemy:
F
In (W) — knd+1n (f;) , (67)

czyli logarytm ciezaru uktadu jest liniowa funkcja liczby kartek. Wspoétczynnik kierunkowy tej
prostej zalezy wytacznie od wspotczynnika zaniku £k i grubosci kartki d.

Natomiast jesli zalezno$¢ ma charakter potegowy:
Flrag(r) = Ax™F, (68)

to po podobnym przeksztatceniu otrzymujemy:

In (W) = —kIn(n) +In (f/}li ) : (69)
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zatem logarytm cigzaru uktadu jest liniowa funkcja logarytmu liczby kartek, a wspotczynnik

kierunkowy tej zaleznosci odpowiada (z dokladnoscia do znaku) poszukiwanemu wyktadnikowi
k.

Aby wiec sprawdzi¢, ktéry z powyzszych modeli lepiej opisuje rzeczywistosé, nalezy zmierzy¢
mase uktadu w momencie zeslizgu dla réznych liczby kartek, a nastepnie sprawdzi¢, czy logarytm
ciezaru zalezy liniowo od liczby kartek, czy tez od logarytmu tej liczby.

Czes¢ doswiadczalna

Pomiary wykonano zgodnie z opisanym wcze$niej planem. Schemat przygotowanego uktadu
przedstawiono na Rysunku 6.

3,0
2,5 —
2,0 —
1,5

%ii
g
IIII

0,5 —

(mO + mw)97 N

070 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1

Rysunek 4: Wyniki przeprowadzonych pomiaréw.

Wyniki przeprowadzonego eksperymentu przedstawiono na Rysunku 4. Za niedoktadno$é¢ po-
miaru cigzaru przyjeto ciezar 10 ml wody.

Na podstawie uzyskanych danych obliczono logarytmy i sporzadzono dwa wykresy, logarytm
ciezaru uktadu w funkcji liczby kartek oraz logarytm ciezaru uktadu w funkcji logarytmu liczby
kartek. Wykresy te przedstawiono na Rysunku 5.

Poréwnanie wykreséw pokazuje, ze liniowa zalezno$¢ wystepuje wyraznie w przypadku pierw-
szego wykresu, co oznacza, ze sita magnetyczna zmienia sie zgodnie z zaleznoscia wyktadnicza.
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Rysunek 5: Wykresy przedstawiajace zaleznosé¢ logarytmu ciezaru uktadu od odpowiednio liczby
kartek oraz od logarytmu liczby kartek. Do pierwszej zaleznosci dopasowano prostg oraz nary-
sowano proste skrajne.

Wspotezynnik kierunkowy dopasowanej prostej wynosi —kd = —0,13540,004. Ostatecznie otrzy-
mujemy wiec warto$é¢ wspotezynnika zaniku:

k= (1,35+0,04) mm'. (70)

Punktacja zadania D1

Pomyst na wykorzystanie sity tarcia, dla ktorej sita magnetyczna jest sitg nacisku. ..2 pkt.
Rachunek sit pozwalajacy uzaleznié¢ odlegtos¢ pomiedzy magnesem i blachg od ciezaru

(WzOr (65) Tub TOWNOWAZILY ). .. ...t 3 pkt.
Pomyst na sprawdzenie hipotezy o wyktadniczym charakterze zaleznosci (np. sprowa-

dzenie wzoru do postaci liniowej ze wzoru (67) lub réwnowaznej). ................... 2 pkt.
Pomyst na sprawdzenie hipotezy o potegowym charakterze zaleznosci (np. sprowadze-

nie wzoru do postaci liniowej ze wzoru (69) lub réwnowaznej). ...................... 2 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiart. ..............coovieiiinnean... 2 pkt.
Schemat uktadu pomiarowego. ........ ... 1 pkt
Wskazanie poprawnego charakteru zaleznosci wraz z uzasadnieniem. ................ 2 pkt.
Wyznaczenie wartosci parametru k. .......... 4 pkt.
Dyskusja i oszacowanie niepewnosci otrzymanych wynikéw. ........... ... ... .. .. ... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D2

Czesé teoretyczna
Zaleznos¢ miedzy zmiang energii wewnetrznej danego ciata AU a zmiang jego temperatury AT
mozna opisa¢ réwnaniem:

AU = mc, AT, (71)
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gdzie AU to zmiana energii wewnetrznej danego ciala, m — jego masa, ¢, — ciepto wlasciwe,
a AT — zmiana temperatury. W ogélnosci ciepto wlasciwe moze zaleze¢ od temperatury, jednak
w waskim zakresie zmian temperatury wartos¢ ta moze by¢ uznana za stata. Jezeli z kolei nad cia-
tem nie jest wykonywana praca, zmiana jego energii wewnetrznej wynika wytacznie z przeptywu
ciepta.

Oznaczymy przez At czas, w ktorym temperatura ciata zmienia sie o AT, a energia wewnetrzna
o AU, wowczas powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

AU AT
E = maE. (72)

Oznacza to, ze dla niewielkich zmian temperatury tempo przeptywu ciepta jest proporcjonalne
do tempa zmiany temperatury.

Powyzsza zalezno$¢ mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia stosunku poszukiwanego w zadaniu.
Aby przez koc przeptywalo ciepto, po obu jego stronach muszg znajdowacé sie obiekty o réznych
temperaturach. 7 listy dostepnych przedmiotéw wynika, ze wymiana ciepta zachodzi¢ bedzie
miedzy metalowg puszka wypeliong goraca wodg a otaczajacym powietrzem.

Ze wzgledu na stabe przewodnictwo cieplne powietrza, z dobrym przyblizeniem temperatura koca
bedzie zblizona do temperatury powierzchni puszki, a ta z kolei bedzie taka jak temperatura wody
— co mozna potwierdzi¢ pomiarem termometrem.

Niech AU, /At oznacza szybko$¢ przeptywu ciepta przez powierzchnie koca, gdy jego ztota strona
jest skierowana na zewnatrz, natomiast AU, /At — gdy na zewnatrz znajduje sie strona srebrna.
Stosunek tych dwoch wartosci stanowi poszukiwany parametr.

Jesli zalozymy, ze zmiana energii wewnetrznej wody w puszce wynika wylacznie z przeptywu

ciepla przez koc, a masa wody pozostaje stala, to na podstawie réwnania (72) mozna zapisac:
AU. /At AT, /At
AU /AL ATg/At

gdzie AT, oznacza zmiane temperatury w przypadku, gdy ztota strona koca jest skierowana na

zewnatrz, natomiast AT, — gdy strong zewnetrzng jest srebrna. Dalszg analize mozna przepro-
wadzi¢ na dwa sposoby.

(73)

Sposéb pierwszy

Dla At zbiegajacego do 0, wyrazenie AT /At dazy do pochodnej funkcji temperatury wzgledem
czasu. Graficznie taka pochodna odpowiada wspotczynnikowi kierunkowemu stycznej do wykresu
T(t) w punkcie To. Wyznaczenie tej zaleznosci dla obu konfiguracji koca pozwala zatem na
okreslenie poszukiwanego stosunku.

Sposoéb drugi
Zgodnie z prawem stygniecia Newtona prawdziwa jest rownosé:
T(t) =Ty + AT(0)e ™, (74)

gdzie T(t) to temperatura wody w chwili ¢, Ty to temperatura otoczenia, AT(0) to poczatkowa
roznica pomiedzy temperaturg wody i temperaturg otoczenia, a k to pewna stata, ktéra bedzie
jednak rozna dla obu konfiguracji koca. Pochodna po czasie takiego wyrazenia bedzie szybkoscia
zmiany temperatury wystepujaca we wzorze (73), a wiec wielkoscia potrzebna do obliczenia

szukanego stosunku

(g = —kAT(0)e ™, (75)
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Zwroémy teraz uwage, ze w obu konfiguracjach poszukujemy szybkosci zmiany temperatury dla
takiej samej temperatury koca, a wiec na mocy wzoru (74) wyrazenie AT (0)e " przyjmie w tej
temperaturze taka sama warto$¢ w obu przypadkach. Stad

dr,/dt k.

AT, /dt — k,’ (76)

gdzie k, i ks to wspotezynniki k£ wyznaczone w odpowiednich konfiguracjach koca. Wspotezynniki
te z kolei mozna wyznaczy¢ ze wzoru (74), ktory po przeksztalceniu przyjmuje postaé

In (W’) - (77)

Mamy wiec, ze logarytm z réznicy temperatur jest liniowa funkcja czasu, a wspotczynnikiem
kierunkowym tej prostej jest —k. Dopasowujac odpowiednig prosta do punktéw pomiarowych
mozna wiec znalezé parametr k& w obu konfiguracjach koca, a za ich pomocg mozna wyznaczy¢
szukany w zadaniu wspotczynnik.

Czesé doswiadczalna

Wyznaczenie zaleznosci temperatury puszki z woda od czasu jest mozliwe i stosunkowo proste
przy uzyciu dostepnych przyrzadéw pomiarowych: termometru oraz stopera (lub zegarka). Wy-
starczy wlac¢ goraca wode do puszki owinietej kocem ratunkowym, wlozy¢ termometr, a nastepnie
w rownych odstepach czasu zapisywac¢ odczyty temperatury.

)

/ termometr

/puszka Z goraca woda
/ folia termoizolujaca

- korkowa podstawka

LLLLLLLLLL LGl

Rysunek 6: Schemat uktadu pomiarowego.

Nalezy zwréci¢ szczegdlng uwage na ograniczenie innych mechanizméw utraty ciepta. W szcze-
golnosci puszka powinna by¢ ustawiona na podstawce z korka lub styropianu, aby zmniejszy¢
odplyw ciepta do podtoza. Dodatkowo, nalezy jak najbardziej ograniczy¢ utrate ciepta przez
parowanie, np. zastaniajac szczelnie otwor puszki fragmentem koca lub tasma klejaca. Bardzo
istotne dla doktadnosci pomiaréw jest rowniez zastosowanie tej samej ilosci wody dla pomiaréw
wykonanych w obu konfiguracjach koca, a takze umieszczenie termometru w tym samym miejscu
wewnatrz puszki. Schemat uktadu pomiarowego przedstawiono na Rysunku 6.
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Przeprowadzono dwie serie pomiarowe — po jednej dla kazdej konfiguracji koca. Wyniki pomia-
row przedstawiono na Rysunku 7. Obie serie zostaly wykonane w pomieszczeniu o temperatu-
rze 24 °C, a pomiary rozpoczeto gdy woda mialta temperature 45,1 °C. Pomiar temperatury
przeprowadzano co 2 minuty przez 70 minut. Wykorzystany termometr wyswietlal temperature
z doktadnos$cig do 0,1 °C, natomiast czas byt mierzony z doktadnoscia do 1 s i te wartosci zostaty
przyjete za niepewno$¢ pomiarows.

46

32 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 10 20 30 40 50 60 70
t, min

Rysunek 7: Wykres przedstawiajacy dane uzyskane podczas przeprowadzonych pomiaréow. Na
ztoto zaznaczono punkty pomiarowe zebrane, gdy folia zwrdcona byla zlotg strong na zewnatrz,
z kolei na srebrno oznaczono punkty zebrane, gdy to srebrna strona folii byla na zewnatrz.
Pomaranczowa prosta jest styczng wyznaczong dla serii pomiarowej ze zlotg strong folii na
zewnatrz, z kolei niebieska jest styczna poprowadzona dla drugiej serii pomiarowej. Dla obu
dopasowan poprowadzono proste skrajne. Czerwona przerywana linia wyznacza temperature

36,6°C.

Sposéb pierwszy

Do obu zestawéw danych pomiarowych poprowadzono styczne w punkcie odpowiadajacym tem-
peraturze 36,6 °C. Zrobiono to wybierajac 5 punktéw o temperaturze najblizszej do 36,6 °C
i dopasowujac do nich prosta. Wspotezynniki kierunkowe tych prostych wynosza odpowiednio
(—1,924+0,3) - 1073 O?C dla pomiaru z folia zwrécona ztota strona na zewnatrz oraz (—2,75 +
0,3)-1073 % dla pomiaru z folig zwrdocong srebrng strong na zewnatrz. Niepewnos¢ pomiarow
wyznaczona zostala za pomoca metody skrajnych prostych. Stosunek tych wartosci, stanowiacy
poszukiwang wielkos¢, wynosi 0,70 £ 0,13.
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Sposéb drugi

Dane otrzymane z pomiaréw przeksztatcono zgodnie ze wzorem (77), a do otrzymanych w ten
sposob punktow dopasowano proste jak na rysunku 8. Wspoétczynniki kierunkowe dopasowanych
prostych wynosza odpowiednio (—1,614-0,05)-10~* s dla pomiaréw wykonanych z folig zwré-
cong zloty strong na zewnatrz oraz (—2,23 4+ 0,05) - 107* s™! w przypadku, gdy srebrna strona
folii byta zwrdcona na zewnatrz. Stosunek tych wartosci, a wigc rowniez szukany w zadaniu
parametr, wynosi 0,72 £ 0,03.

0,0 %

Slg 04—
EB
=< .
=
~0,6 —
—0,8 —

0 10 20 30 40 50 60 70
t, min

Rysunek 8: Wykres przedstawiajacy dane po zlogarytmowaniu wraz z dopasowanymi prostymi
1 prostymi skrajnymi.

Punktacja zadania D2

Pomyst na zamiane pomiaru ciepta na pomiar temperatury (wzér (71) lub réwnowaz-
0 2 pkt
Rachunek wykazujacy réwnosé stosunku tempa zmiany ciepta w obu konfiguracjach do
stosunku tempa zmiany temperatury w obu konfiguracjach (wzér (73) lub réwnowaz-
01 ) 3 pkt
Pomyst na wyznaczenie szukanej wartosci na podstawie pomiaru zaleznosci tempera-
tury od czasu (metoda stycznej do wykresu, zastosowanie prawa Newtona lub inny,
TOWNOWAZILY SPOSOD). ..o 4 pkt
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiart. ..............coovieiinneaann.. 2 pkt
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Schemat uktadu pomiarowego. ... 1 pkt
Zastosowanie podstawki w celu zniwelowania niedoktadnosci pomiarowych. ......... 1 pkt
Zakrycie otworu puszki w celu ograniczenia parowania. ............ ... ... ... 1 pkt
Wyznaczenie liczbowej wartosci szukanego parametru. .......... ... ... ... .. ..., 4 pkt
Dyskusja i oszacowanie niepewnosci otrzymanych wynikéw. ......... ... ... oL 2 pkt

Rozwigzanie zadania D3

Czesé teoretyczna

Celem zadania jest zbadanie sity oporu dziatajacej na krople oleju w wodzie. Oprocz sity oporu
dziataja na nig réwniez sita wyporu oraz sita grawitacji. Wartosci tych sit wynosza odpowiednio:

Fw - ,Owodanv <78>

Fy = poiejV g, (79)

gdzie pwoda 1 Polej Oznaczajy gestodci odpowiednio wody i oleju, V' to objetos¢ kropli, a g —
przyspieszenie grawitacyjne. Sumarycznie obie sity daja skierowana ku gorze site wypadkowa
o wartosci:

Fy = (pwoda - polej) Vg (80)

7 informacji o dodatnich wartos$ciach statych A i o wystepujacych we wzorze podanym w tresci
zadania mozemy wnioskowac, ze sila oporu rosnie wraz ze wzrostem predkosci kropli oleju.
Oznacza to, ze kropla bedzie przyspiesza¢ pod wplywem sity wyporu, az osiaggnie predkosé
graniczng, dla ktorej sita oporu zrowna sie z wyznaczong wyzej sita Fy. Dla tej predkosci zachodzi
rOWnNosc:

(pwoda - polej) Vg =A (T'Ugr)a . (81>
Po przeksztatceniu powyzszej zaleznosci oraz podstawieniu wzoru na objetos¢ kuli otrzymujemy:
47g (pwoda — Poiei) |
'woda olej 3/a)—1
Vgr = ( 3A ) 7’( /o) . (82)

Nastepnie dzielimy to réwnanie stronami przez pewne state vg i ro (np. vg = 1 em/s oraz 1o = 1
cm) w odpowiednich potegach, aby uzyskaé postaé bezwymiarowa:

(3/a)—1
()= ()™ o
Vo To

gdzie C' jest stala powstala przez podzielenie statej wystepujacej we wzorze (82) przez odpo-
wiednie potegi vy i1 79. Logarytmujac obie strony, otrzymujemy zaleznos¢ liniows.:

. 3
In (Ug> _ ( _ 1) In (T) +InC. (84)
Vo (6] To
Oznacza to, ze po odpowiednim przeksztatceniu wyniki pomiaréw predkosci granicznej dla kropel

roznych rozmiaréw powinny uktadaé sie na prostej, ktorej wspoétczynnik kierunkowy pozwala
wyznaczy¢ poszukiwany wyktadnik a.
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Czesé doswiadczalna

Aby wykorzysta¢ powyzsza zalezno$¢ liniowa do wyznaczenia parametru «, nalezy opracowaé
sposoéb wprowadzania do wody kropel oleju o réznych rozmiarach. Nalezy przy tym zadbac,
by nie wywota¢ znacznych ruchéw wody w butelce — mogtyby one zaktoci¢ pomiar predkosci
graniczne;j.

Pojedyncza krople oleju mozna wprowadzi¢ do wody za pomoca strzykawki, co pozwala uniknaé¢
silnego wzburzenia cieczy. Aby kropla mogta osiggna¢ predko$é graniczng, nalezy ja wstrzyknaé
odpowiednio daleko od powierzchni wody. Z tego wzgledu igte strzykawki umieszczamy w bocznej
Sciance butelki, w poblizu jej dna. Préba wstrzyknigcia oleju zawsze skutkuje jednak niemal takim
samym rozmiarem otrzymanych kropel, gdyz oderwanie sie kropli od igty nastepuje w momencie,
gdy sita wyporu przewyzszy sit¢ napigcia powierzchniowego utrzymujaca krople na igle. Wielkos¢
kropli zalezy zatem tylko od rodzaju uzytych cieczy oraz ksztattu igty, co sprawia, ze rozmiary
wszystkich kropel sg zblizone.

Jesli jednak na igle znajduje si¢ kropla oleju za mata do samoistnego oderwania i igta zostanie
wyszarpnieta z butelki, to kropla moze zosta¢ strzasnieta i oderwac sie od igly. W taki sposob
mozna otrzymac krople oleju réznych rozmiaréow. Nalezy jednak uwazac, aby przy wyszarpywaniu
iglty nie poruszy¢ butelki, poniewaz tatwo w taki sposéb wzburzyé¢ wode w butelce, co z kolei
moze znacznie zaburzy¢ wynik pomiaru predkosci graniczne;j.

Pewien klopot sprawia pomiar promienia kropli. Ze wzgledu na jej niewielkie rozmiary i ruch,
bezposredni pomiar linijka jest praktycznie niemozliwy. Dodatkowo podziatki standardowej linij-
ki sa od siebie odlegte o 1 mm, co jest odlegtoscig poréwnywalng z mierzong dtugoscia, wiec nawet
przy pominieciu powyzszych probleméw bezposredni pomiar wigzatby sie z bardzo duza niepew-
noscig wyniku. Problem mozna rozwiazaé¢, wykonujac nagranie wideo, na ktérym wida¢ zaréwno
butelke z woda, jak i linijke umieszczong w podobnej odleglosci od obiektywu. Analiza pojedyn-
czej klatki takiego nagrania pozwala wyznaczy¢ Srednice kropli w pikselach, a obecnos¢ linijki
umozliwia przeliczenie tej wartosci na milimetry. Wystarczy policzy¢ liczbe pikseli odpowiadaja-
ca znanemu odcinkowi linijki, a nastepnie zastosowaé uzyskany wspotczynnik proporcjonalnosci.
Niepewno$¢ takiego pomiaru jest znacznie mniejsza niz odlegtosé¢ pomiedzy podziatkami linijki
i zalezy gléwnie od liczby pikseli uzytych w przeliczeniu.

Zastosowanie standardowego obiektywu w smartfonie powoduje, ze btedy zwigzane ze znieksztat-
ceniami soczewkowymi sg niewielkie. Mozna to sprawdzi¢, poréwnujac dtugosci w pikselach
dwobch odcinkéw o tej samej rzeczywistej dtugosci, lecz znajdujacych sie w réznych czesciach
kadru. Warto zwréci¢ jednak uwage na jeszcze inny potencjalny problem zwiazany z opisanym
sposobem pomiaru rozmiaru kropli — zmiana wielkosci obrazu kropli oleju spowodowana zata-
maniem $wiatta na granicy wody i powietrza. Rozmiar obrazu kropli na matrycy kamery zalezy
od kata, ktory tworza promienie pochodzace od kropli i wpadajace do obiektywu. Ze wzgledu
na zatamanie swiatta kat ten bedzie nieco wiekszy niz gdyby nagrywana kropla byta zawieszona
w powietrzu, patrz Rysunek 9.

Niech z oznacza odlegtos¢ kamery od powierzchni butelki, y odlegtos¢ kropli od powierzchni
butelki, o kat wpadania do obiektywu promienia pochodzacego z brzegu kropli, a ( kat padania
tego promienia na powierzchnie butelki. Wowczas mierzony promien kropli oleju wynosi

r'=(x+y)tga. (85)
Rzeczywisty promien wynosi natomiast

r=xtga+ytgp. (86)
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Rysunek 9: Schemat wplywu zatamania Swiatta na granicy wody i powietrza na pomiar. Na
CZerwono zazgnaczony rzeczywisty rozmiar kropli, na niebiesko rozmiar widziany w kamerze.

Wykorzystujac prawo zatamania Swiatta
ny,sina = ny, sin 3, (87)

gdzie n, i n,, to odpowiednio wspétczynniki zatamania Swiatta powietrza i wody, mozemy po-
wyzsze wzory przeksztalcié do postaci (wykorzystujac poprawne dla matych katow przyblizenie

sina = tga)
Tz?“'(l— i ( _np>>‘ (88)
r+vy My

Widzimy, ze jezeli odleglosci pomiedzy kamera, $ciankg butelki i kroplami oleju pozostana state,
zatamanie $wiatta na granicy osrodkow spowoduje zmiang rozmiaru obrazu kropli o pewien staty
czynnik, ktéry w wyznaczonej wezesniej zaleznosei (84) nie bedzie miat wplywu na wspétezynnik
kierunkowy.

Przy okazji warto jednak wspomnie¢, ze rachunek ten jest prawdziwy tylko wtedy, gdy powierzch-
nia butelki jest ptaska. W szczegolnosci, kulista kropli ogladana przez zakrzywiona powierzchnie,
np. walcowej butelki, moze mie¢ ksztalt inny niz kula, tzn. jej obserwowany promien bedzie réz-
ny w réoznych kierunkach. W przypadku walcowej butelki mozna jednak zaradzi¢ temu efektowi
przez mierzenie rozmiaru kropli zawsze w kierunku zgodnym z osia butelki. W tym kierunku
promienie Swiatta zatamuja sie doktadnie tak samo, jak w przypadku ptaskiej Scianki.

Ze znieksztatceniem obrazu kropli mozna poradzi¢ sobie rowniez w inny sposéb. Jezeli linij-
ke umiescimy wewnatrz butelki z woda, podziatki w obrazie kamery ulegng takiemu samemu
znieksztatceniu jak kropla oleju. Mozna taki obraz linijki wykorzysta¢ do wyznaczenia proporcji
wykorzystanej w przeliczeniu rozmiaru kropli z pikseli na centymetry. Wyznaczony w ten sposéb
rozmiar kropel bedzie odpowiadal ich rzeczywistym wymiarom.

Aby wyznaczy¢ predkos¢ graniczna, wykorzystuje sie nagranie ruchu kropli oleju. Zmierzenie
czasu, w jakim kropla przebywa pewien ustalony odcinek drogi, pozwala obliczy¢ predkosé gra-
niczna. Jezeli dla wszystkich kropel wybrany zostanie ten sam odcinek, wzér (84) mozna uproscic.
Niech dtugos¢ odcinka wynosi s, czas jego przebycia — ¢, a ponadto vg = 17, s = 1 cm oraz
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Rysunek 10: Schemat uktadu pomiarowego widzianego z perspektywy kamery.

In (g) =1In (;) —1In (;) , (89)

co po podstawieniu do (84) daje:

In (t’;) S (z - 1) In (:O) + const. (90)

to = 1s. Wowczas:

Aby upewnié¢ sie, ze kropla porusza sie ze staty predkoscig, dzielimy odcinek pomiarowy na
dwie rowne czesci. Jesli czasy ich pokonania sg réwne, oznacza to, ze kropla osiagneta predkosé
graniczng.

Podczas pojedynczego pomiaru kropla oleju zostaje wstrzyknicta do butelki, nastepnie strzasnie-
ta z igly. Oderwana kropla unosi si¢ ku gorze, a jej ruch jest nagrywany. Z nagrania odczytuje sie
rozmiar kropli i czas przebycia ustalonego odcinka. Schemat przyktadowego kadru przedstawiono
na Rysunku 10.

W przyktadowych pomiarach odcinkowi linijki o dtugosci 23,0 cm odpowiadato 1317 pikseli, co
oznacza, ze jeden piksel odpowiadalt odlegtosci ok. 0,175 mm. Wartos¢ ta zostata przyjeta jako
niepewno$¢ wszystkich mierzonych dtugosci. Czas przeptywu kropli mierzono na dystansie 17
cm. Kamera smartfona rejestrowata 30 klatek na sekunde, co daje niepewnosé pomiaru czasu
réwna 1/30 s.

7 wyznaczonych wartosci srednicy kropli i czasu przebycia odcinka usunieto jednostki, obliczono
logarytmy, a nast¢pnie punkty pomiarowe naniesiono na wykres przedstawiony na Rysunku 11.

Do punktéw pomiarowych dopasowano prosta. Wspotezynnik kierunkowy narysowanej prostej
wynosi —0,42 4+ 0,09. Stad wyznaczono wartos¢ a = 2,11 £+ 0,13.
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Rysunek 11: Wykres z zaznaczonymi punktami pomiarowymi, dopasowang prosta oraz prostymi
skrajnymi.

Punktacja zadania D3

Wzér na site wypadkowa dziatajaca na nieruchoma krople (wzoér (80) lub réwnowazny).

2 pkt
Wyprowadzenie zalezno$ci liniowej, w ktorej wspoétezynnik kierunkowy jest funkcja
parametru o (wzor (84) lub rOWNOWazny). ........oooouieiiiiiiii i 3 pkt
Pomyst na uzyskanie kropli oleju réznych rozmiaréw. .......... ... ... ..ol 2 pkt
Pomyst na zmierzenie promienia kropli. ............. .. 1 pkt

Dyskusja bledéw systematycznych zwiazanych z pomiarem rozmiaru kropli (np.
uwzglednienie zalamania $wiatta na granicy osrodkow, znieksztatcen wynikajacych z
krzywizny butelki lub zakrzywien obrazu wynikajacych z uktadu obrazujacego kamery).

1 pkt
Pomyst na zmierzenie predkosci granicznej (1 pkt. jezeli nie zostalo podane uzasadnie-
nie, ze wyznaczona predkosé rzeczywiscie jest graniczna). ... 2 pkt
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru. ................c.oooeeeiueennn... 2 pkt
Schemat ukladu pomiarowego. .. ...... ... 1 pkt
Wykonanie serii pomiarowej ztozonej z pomiaréw co najmniej 5 kropli réznych wielko-
1) PP 1 pkt
Wyznaczenie wartosci wspotczynnika . ... 3 pkt
Dyskusja i oszacowanie niepewnosci otrzymanych wynikéw. ......... ... ... L 2 pkt
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