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Za zadanie mozna otrzymacé¢ maksymalnie 40 punktéw.

Masz do dyspozycji:

e waski pasek przezroczystej folii o grubosci d = 0,10 mm i szerokosci s = 7,0 mm z pe-
telkami na koncach i prostopadlymi do dluzszego boku paska liniami o jednakowych
szeroko$ciach nadrukowanymi w rownych odstepach;

e szerszy pasek przezroczystej folii pokryty takim uktadem linii jak waski pasek;
e kartke papieru z nadrukowanym identycznym ukltadem linii;

e dwie butelki z woda o masach (543 £ 5) g, jedna o masie (782 +5) g i jedna o masie
(1565 £5) g

e imadlo przymocowane do stotlu;

o duzy gwozdz;

e plécienna torbe z logiem Olimpiady Fizycznej;
e metalowy haczyk w ksztalcie litery ,.S”;

e linijke;

e tasme klejaca.

Wyznacz modut Younga folii, z ktérej wykonany jest waski pasek. Przyjmij, ze przyspieszenie
ziemskie wynosi g = 9,81 m/sz.

Uwaga 1: Przy dostatecznie matych naprezeniach wydtuzenie kawatka materiatu o przekroju
poprzecznym S i dtugosci L spowodowane dzialaniem sily rozciagajacej F' prostopadlej do

przekroju poprzecznego wynosi
FL

ES’

gdzie E oznacza modul Younga. Modul Younga moze zaleze¢ od kierunku rozciagania.
W zadaniu nalezy wyznaczy¢ modul Younga zwiazany z rozciaganiem wzdtuz dtuzszego boku
paska.

AL =

Uwaga 2: Nie doprowadzaj do sytuacji, w ktérej sita rozciagajaca waski pasek prze-
kracza 35 N. Moze to doprowadzi¢ do jego trwatego odksztalcenia i zmiany jego parametrow.

Uwaga 3: Nie otwieraj butelek z woda, po skonczeniu doswiadczenia pozostaw je nie-
naruszone na stanowisku. Zabierz ze sobg torbe z logiem Olimpiady Fizycznej.

Uwaga 4: W razie uszkodzenia waskiego paska lub petelek na jego koncach mozesz
poprosi¢ organizatoréw o zastepczy waski pasek.
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Rozwigzanie zadania D

Czes¢ teoretyczna

Zgodnie z trescig zadania, jesli pasek o szerokosci s, grubodci d i poczatkowej dtugosci L bedziemy
rozciggac sitg F wzdhuz jego dtuzszego boku, to wzgledne wydtuzenie paska wyniesie

_AL_ F )
L Esd

€

gdzie F jest szukanym modutem Younga. W naszym przypadku sita rozciggajaca bedzie wynosic
F = Fy 4+ Q, gdzie Q = mg to ciezar obcigzajacych pasek butelek z wodg o tacznej masie m,
a Fy jest nieznanym ciezarem dodatkowych elementéw (haczyka i torby). Oznacza to, ze € zalezy
liniowo od @, wpdlezynnik kierunkowy tej zaleznosci jest réwny 1/(Esd).

Aby precyzyjnie mierzy¢ male wydluzenia paska, wykorzystamy nadrukowane na nim linie.
Oznaczmy przez xq odlegto$¢ miedzy srodkami sasiednich linii nierozciagnietego paska, po roz-
ciagnieciu odlegto$¢ miedzy srodkami sasiednich linii wyniesie

x=z0(l+¢€). (2)

Po zetknigciu ze soba powierzchni rozciggnietego i nierozciaggnictego paska tak, zeby nadruko-
wane na obu paskach linie byty réwnolegle, zaobserwujemy wystepowanie na przemian obszaréw
ciemnych i jasnych. Obszary ciemne wystepuja wtedy, gdy ciemne linie jednego paska przestania-
ja jasne obszary drugiego paska, przez co wigksza cze$é powierzchni na ktérg patrzymy wydaje
sie ciemna. Z kolei obszary jasne odpowiadajg sytuacji, gdy linie nadrukowane na obu paskach
naktadajg sie na siebie, przez co $wiatto przechodzace przez odstepy miedzy tymi liniami nie jest
blokowane. Powstate w ten sposéb prazki nosza nazwe prezkéw mory (lub moiré), patrz rys.

=— Lmory

Rysunek 1: Prazki mory przy naktadaniu sie dwéch rownolegtych uktadéw linii. Odstepy miedzy
$rodkami linii w drugim uktadzie sg o 10% wicksze.

Przyjmijmy, ze ¢ < 1 i wyznaczmy odlegtos¢ miedzy sasiednimi prazkami mory. Ponumerujmy
kolejne linie wystepujace na obu paskach i zal6zmy, ze §rodek linii nr 1 na pasku nierozciagni¢tym
pokrywa sie ze srodkiem linii nr 1 na pasku rozciagnietym, co odpowiada obszarowi jasnemu.
7 uwagi na réznice odlegtosci miedzy liniami na obu paskach, odlegtos¢ miedzy $rodkiem linii
nr k paska rozciagnietego i linii nr k paska nierozciagnietego wyniesie d = (k — 1)exq. Kolejny
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obszar jasny (po obszarze odpowiadajacym linii numer 1) wystapi, gdy $rodek n-tej linii paska
rozciagnietego pokryje si¢ ze srodkiem linii n 4 1 paska nierozciagnietego, co nastapi w sytuacji
gdy d = xy. Oznacza to, ze n spetnia réwnanie

(n — Dxo(1l + €) = nxo, (3)

stad

1+4+€
n =

~
~

1
= 4
€ € )
skorzystalismy tu z faktu, ze e < 1. W konsekwencji, odlegtos¢ miedzy dwoma sasiednimi jasnymi
prazkami mory wyniesie

1
Lmory =Nxg = 7$0( i 6) ~ @

; ; ()

Znajac xo 1 mierzac Liory mozemy wiec wyznaczy¢ wydtuzenie wzgledne korzystajac ze wzoru

(6)

Zo

€~ )

Lmory
Zauwazmy, ze wzor ten pozwala wyznaczy¢ male € bardzo precyzyjnie w sytuacji gdy xo jest
bardzo male, gdyz mierzona dtugos¢ Ly, moze by¢ bardzo duza w poréwnaniu z .

Aby uzy¢ opisanego wyzej efektu do pomiaru wydtuzenia nalezy jeszcze wyznaczy¢ odlegtosé
miedzy sasiednimi liniami xy. Mozna to zrobi¢ obserwujac prazki mory powstate po utozeniu
szerszego paska z folii na papierze z nadrukowanymi liniami w taki sposéb, ze linie na papierze
i na folii przecinaja si¢ pod pewnym maltym, niezerowym katem c, patrz rys. [2

Jasne prazki Ciemne prazki

A

Dmory

Rysunek 2: Prazki mory przy naktadaniu sie jednakowych uktadéw linii obréconych wzgledem
siebie o maty kat a.

Przecinajace si¢ paski tworza siatke ztozona z identycznych rombow, przy matych wartosciach
a jedna z przekatnych rombu jest duzo mniejsza od drugiej. Potaczone punkty przecinania si¢
linii beda tworzyty jasne prazki mory, jest to efekt analogiczny do opisanego wczesniej: jasne
prazki widzimy, gdy jasne i ciemne obszary z dwéch arkuszy naktadaja sie na siebie, ciemne
prazki odpowiadajg miejscom w ktorych ciemne obszary przestaniaja jasne. Patrzac na rys.
dochodzimy do wniosku, Ze odlegto$¢ miedzy jasnymi prazkami mory D,y bedzie rowna potowie
dtugosci dhlugiej przekatnej rombu. Z rozwazan geometrycznych (patrz rys. , dhugos¢ boku
rombu wynosi a = zy/ sin «, a potowa dlugiej przekatnej rombu ma dtugosé d; /2 = acos(a/2),
stad
xg cos(a/2) Zo

Diory = = (7)

sina 2sin(a/2)

Przy matych, trudnych do bezposredniego zmierzenia zy, mozemy uzyska¢ duze, mozliwe do
doktadnego zmierzenia wartosci Dp,ory ustalajac odpowiednio mate a.
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Rysunek 3: Romb ograniczony przecinajacymi sie pod katem liniami.

Czes$é¢ doswiadczalna

Pomiar modutu Younga pojeciowo nie jest trudnym zadaniem. Musimy zamocowaé nasz obiekt
(w tym przypadku waski pasek z tworzywa sztucznego —poliestrowej folii drukarskiej) za jeden
koniec, a do drugiego konca przyktada¢ zmienne obcigzenie i mierzy¢, jak pod wpltywem tego
obciazenia pasek si¢ wydtuza. Utatwieniem sg petelki na obu koncach paska — dzigki nim zaréwno
zamocowanie paska jak i przylozenie obcigzenia bedzie bezproblemowe.

Uktad do kontrolowanego rozciggania plastikowego paska mozemy skonstruowac z imadta, gwoz-
dzia, haczyka i torby. Na gw6zdZz nawlekamy pasek przez jedna petelke, a nastepnie chwytamy
gw6zdz poziomo w imadto. Wiszacy pionowo pasek obciazamy, wieszajac za pomoca haczyka na
jego drugim konicu torbe, do ktorej wkltadamy butelki wody (rys. [4)).

imadto o

'|‘/ gwozdz

i ——— miejsce potaczenia paskéw
1 (tasma klejaca)

j $—— szerszy pasek foliowy

| wezszy (rozciggany) pasek foliowy
—

4

—— haczyk

torba z butelkami z wodg
—

Rysunek 4: Uktad do pomiaru wydtuzenia foliowego paska zainstalowany na brzegu stotu. Na
wspolnej czedci paskow widoczne sg prazki mory.

Zgodnie ze wzorem , zaleznos¢ wzglednego wydtuzenia paska € od cigzaru butelek w torbie
() opisywana jest funkcja liniowa o wspolczynniku kierunkowym 1/(Esd), zatem mierzac € w
zaleznosci () mozemy ze wspotczynnika kierunkowego otrzymanej prostej wyznaczy¢ wartosé F,
jako ze wymiary s i d podane sg w tresci zadania.

Pobiezne obserwacje wskazujg jednak, ze pod wptywem dopuszczonych w zadaniu obcigzen pasek
rozciagga sie minimalnie, tak ze doktadny pomiar wydtuzenia za pomocg linijki jest co najmniej
problematyczny. Powinni$my zatem znalez¢ inny sposéb pomiaru wydtuzenia i to wlasnie stanowi
podstawowa trudnosé¢ zadania.

W celu zmierzenia dopuszczonych warunkami zadania bardzo niewielkich wydtuzen wykorzy-
stamy fakt, ze badany pasek pokryty jest nadrukowanym wzorem gesto rozmieszczonych po-
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przecznych linii oraz to, ze dysponujemy dodatkowo przezroczystym obiektem (szerszy pasek)
pokrytym tym samym wzorem.

Do obciazanego paska przyktadamy ptasko drugi pasek i mocujemy od gory tasma klejaca tak,
by oba paski byly réwnolegte i przylegaty ptasko do siebie cata swoja powierzchnia. Jesli oba
paski beda nieobciazone, nadrukowane linie na obu beda mialty taki sam rozstaw i powinnismy
widzieé¢ jednolita szara plaszczyzne (jasniejsza lub ciemniejsza w zaleznosci od tego, jak ustawit
sie wzgledem siebie wzdr na obu paskach).

Uwaga: nieréwnolegle ustawienie paskow moze spowodowacé, ze zaobserwujemy wzoér w postaci
prostych lub wygietych prazkéw, przebiegajacych wzdtuz paskow. Takiej sytuacji nalezy unikac
i dazy¢ do jednorodnie szarego obrazu uktadajac paski roéwnolegle.

Po obcigzeniu waskiego paska obraz powinien sie zmieni¢, gdyz, tak jak opisano to w czesci teo-
retycznej, naktadaja sie teraz na siebie dwa wzory poprzecznych linii, o nieco innym rozstawie
(dla paska obciazonego, a wiec rozciagnietego, ten rozstaw jest nieznacznie wiekszy). W wyniku
takiego natozenia powinnismy dosta¢ obraz naprzemiennych obszaréow ciemnych i jasnych w po-
staci prazkow przebiegajacych w poprzek waskiego paska. Prazki te beda wystepowaé gesciej
przy wiekszych obcigzeniach, patrz wzor .

Zauwazmy, ze odstep Loy miedzy sasiednimi (ciemnymi lub jasnymi) prazkami oznacza, ze na
takim wtasnie dystansie pasek obcigzany wydtuzyt si¢ o dystans xy. Zatem iloraz tych dwoéch
wielkosci: xg 1 Loy da nam wydtuzenie wzgledne, dokladnie tak, jak méwi wzor @

Obserwacja prazkéw mory wymaga pewnej starannosci, w szczeg6lnosci zadbania, by oba pla-
stikowe paski przylegaty do siebie. Mozna przyciskaé je do siebie linijka, ktora zarazem postuzy
nam do zmierzenia odlegtodci miedzy prazkami. Oczywiscie, w przypadku gesciej wystepujacych
prazkow warto mierzy¢ sumaryczny rozstaw kilku z nich. Poniewaz oko ludzkie lepiej dostrzega
zmiany kontrastu na matym obszarze, ,gestsze” prazki powstajace przy wiekszych obcigzeniach
sg tatwiejsze do zaobserwowania.

Pozostaje problem wyznaczenia odlegtosci xy migdzy nadrukowanymi liniami. Jednym z narzu-
cajacych sie sposobow jest policzenie ich ilosci na wybranym dystansie, jednakze przygotowujacy
do$wiadczenie dotozyli staran, by bez szkla powiekszajacego (niedostepnego w zadaniu) bylo to
praktycznie niewykonalne.

Rozwiazaniem problemu jest opisane w czesci teoretycznej wykorzystanie prazkow mory powsta-
jacych przy nalozeniu na siebie pod pewnym katem dwoéch uktadéow réwnoleglych paskéw (to
wlasnie te wzory, ktére mozna zaobserwowac, jesli nie ustawimy paska rozcigganego i nieroz-
cigganego réwnolegle). Rozstaw tych prazkéw Diyory dany przez wzoér jest dla matych katow
znacznie wiekszy od xg, a zatem mozliwy do bezposredniego zmierzenia linijka.

W naszym przypadku mozliwe do policzenia (a wigc nie za gesto rozmieszczone) prazki powstaja
w zakresie kata wzajemnego skrecenia paskéw nie wiekszego niz 10°. Do pomiaru najwygodniej
jest wykorzystac¢ szerszy pasek foliowy i kartke z takim samym liniowym nadrukiem. Pomiar po-
lega na sko$nym utozeniu szerszego foliowego paska na kartce z nadrukowanymi liniami i zmie-
rzeniu rozstawu obserwowanych prazkéw mory. Najlepiej oczywiscie zmierzy¢ linijka dystans
zajmowany przez wiele prazkow i podzieli¢ te odlegtosé przez ich liczbe. Z kolei kat pomiedzy
liniami najlepiej zmierzy¢ rozwazajac trojkat prostokatny, ktory tworza brzegi obu (papierowego
i foliowego) obszaréw z nadrukowanymi liniami. Przy odpowiednim ustawieniu kartki i folii mo-
zemy uzyskaé nawet dwa takie tréjkaty (rys. . [loraz tatwych do zmierzenia przyprostokatnych
wyznacza tangens kata «, pod ktérym krzyzuja sie linie, sam kat mozna uzyska¢ z tozsamosci
trygonometrycznych, jednak najtatwiej jest postuzyé sie kalkulatorem z funkcja arctg.
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Rysunek 5: Prazki mory powstajace podczas natozenia na siebie pod niewielkim katem o wzoréw

d Tata

kat o

gestych poziomych linii (tg o = a/b = ¢/d).

Ponizsza tabela zawiera wyniki pomiaru xy wykonanego dla czterech katow.

Lp. | Kroétsza przypro- | Dtuzsza przypro- | o, ° | Dmory, mm | Tp, mm
stokatna, mm stokatna, mm
1 6,5 140,0 2,66 4,12 0,191
2 5,5 80,0 3,93 2,76 0,189
3 11,0 100,0 6,28 1,72 0,188
4 9,5 63,0 8,58 1,28 0,192

Tabela 1: Wyniki pomiarow xg dla czterech réznych katéw pomiedzy liniami

Wielko$¢ Diyory mierzono odpowiednio (pomiary 1-4) dla 30, 29, 25 i 30 kolejnych prazkéw, otrzy-
mujac kolejno: 123,5 mm, 80,0 mm, 43,0 mm i 38,5 mm. Wielko$¢ xy wyznaczono z przeksztal-
cenia wzoru @ jako z9 = 2Dpory sin(a/2). Warty zauwazenia jest niewielki rozrzut wynikéw
pozwalajacy na przyjecie wartosci

zo = (0,190 £ 0,002) mm. (8)
Wynika on z faktu, ze prawie wszystkie te dtugo$ci mozna precyzyjnie zmierzy¢ linijka. Ruszajac
folia mozemy krotsza przyprostokatna ustawic¢ tak, by wypadata na kresce linijki, lub doktadnie
w polowie dzialki, a to procedura doktadniejsza niz mierzenie linijkg zastanej dtugosci. Podobnie
w przypadku pomiaru Doy wybierano takg wielokrotnosé¢ prazkow, ktéra dobrze pasowata do
pelnej dziatki lub potowy dziatki linijki. Jedynie dtuzsza przyprostokatna ma wieksza niepewnosé
wyznaczenia (1 mm), gdyz punkt przeciecia dwoch przecinajacych sie pod matym katem krawedzi
nie jest tatwy do wyznaczenia.

Znajac ro mozemy juz zmierzy¢ wydtuzenie wzgledne obciazonego paska e i znalez¢ zaleznosé
liniows pozwalajaca wyznaczy¢ modul Younga. Ponizsza tabela przedstawia zmierzone rozsta-

WYy Prazkow Loy 1 wyliczone na ich podstawie wydluzenia wzgledne paska w zaleznosci od
obcigzenia osiggnietego roznymi kombinacjami butelek z woda.
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Lp. | Uktad butelek Ciezar Rozstaw skrajnych | Loy, mm €
butelek, N prazkéw, mm /
liczba zmierzonych
prazkow
1 M 5,07 70/1 70,0 0,0027 £ 0,0005
2 S 7,66 55/1 55,0 0,0035 £ 0,0007
3 M-+M 10,14 90/2 45,0 0,0042 4+ 0,0003
4 M+S 12,73 117/3 39,0 0,0049 £ 0,0003
5 D 15,11 70/2 35,0 0,0054 £ 0,0002
6 M+M+S 17,81 85/3 28,3 0,0067 £ 0,0002
7 M-+D 20,18 75/3 25,0 0,0076 £ 0,0003
8 S+D 22,77 70/3 23,3 0,0081 + 0,0003
9 M+M+D 25,25 102/5 20,4 0,0093 40,0003
10 M+S+D 27,84 127/7 18,1 0,0105 % 0,0003
11 | M+M+S+D 32,91 130/8 16,3 0,0117 4+ 0,0003

Tabela 2: Wyniki pomiaréw wydtuzenia wzglednego waskiego paska dla wszystkich mozliwych
do uzyskania kombinacji obcigzenia; M — mata butelka (526 g), S — $rednia butelka (781 g),
D — duza butelka (1538 g). Masy te odnosza si¢ do butelek uzytych przez przeprowadzajacego
doswiadczenie, sg one nieznacznie rézne od mas butelek dostarczonych uczestnikom (patrz masy
w tredci zadania).

Niepewno$¢ pomiaru odlegtodci miedzy skrajnymi prazkami mory oszacowano na: 10 mm dla
pomiaréow 1 i 2, £5 mm dla pomiaréw 3 i 4, £2 mm dla pozostalych. Znaczne réznice nie-
pewnosci wynikajg z faktu, ze prazki pojawiajace sie przy matych obcigzeniach sg zdecydowanie
mniej wyrazne niz prazki ,gestsze”. Niepewno$¢ wyznaczenia Ly,or, Uzyskano dzielgc niepewnosé
odlegtosci miedzy skrajnymi prazkami przez liczbe zmierzonych prazkow.

Wielko$¢ € wyznaczano na podstawie wzoru @, czyli € = Tg/Lmory = 0,190 mm/Ly,ory, &
jej niepewno$¢ wyliczono metodg najmniej korzystnego przypadku z przyjetych dla xg i Lmory
niepewnosci.

Zaleznosé wydtuzenia wzglednego od cigzaru butelek przedstawiona jest na rys. [0
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Rysunek 6: Zalezno$¢ wydtuzenia wzglednego paska od cigzaru zawieszonych butelek: punkty
pomiarowe z zaznaczonymi niepewnosciami, wraz z dopasowana prosta i prostymi skrajnymi.

7 wykresu tego wynika, ze w calym zakresie pomiaréw zaleznos¢ wydtuzenia od obcigzenia jest
liniowa. Wspbétcezynnik kierunkowy prostej dopasowanej do punktéw pomiarowych (szara cia-
gla linia) wynosi 3,43 - 10~* N™!, a wspotczynniki kierunkowe prostych skrajnych odpowiednio
3,09-107* N7! (przerywana niebieska linia) i 3,72 - 10~* N~! (przerywana czerwona linia). Nie-
pewnos¢ wyznaczenia wspotczynnika kierunkowego prostej obliczona jako potowa réznicy miedzy
wspotezynnikami skrajnych prostych wynosi 0,32 - 10~* N™*

Poniewaz wspoétczynnik kierunkowy jest rowny 1/(Esd), to po wzieciu jego odwrotnosci i podzie-
leniu przez pole przekroju poprzecznego paska sd wynoszace 0,70 mm? otrzymujemy poszukiwang
warto$¢ modutu Younga, réwnag

E = (4,16 £ 0,39) GPa. (9)

Niepewnos¢ wyniku koncowego zostata obliczona na podstawie wspotczynnikéw kierunkowych
skrajnych prostych, przy uzyciu metody najmniej korzystnego przypadku. Na niepewnos¢ wyniku
gtéwny wplyw mialy pomiary Lyery, inne niepewnosci (np. mas butelek wody) miaty mniejsze
znaczenie.

Dostepne dane podaja modut Younga dla poliestréw w zakresie 4-5,5 GPa, zatem wynik na-
szego pomiaru wyglada prawdopodobnie. To grupa tworzyw sztucznych o duzej sztywnosci. Dla
poréwnania—zaréwno polichlorek winylu jak i tworzywa poliamidowe (nylon) zawieraja sie w
zakresie 2-3 GPa.

Punktacja zadania D

Wyrazenie taczace zawieszona mase, wydtuzenie paska i modut Younga (wzoér lub
TOWILOWAZILY )+« .t v ettt ettt e e et ettt e e e e e e e e et e 1 pkt.
Pomyst na precyzyjny pomiar wydtuzenia poprzez obserwacje prazkow mory ........ 2 pkt.
Wyrazenie taczace odlegtos¢ miedzy prazkami mory z wydtuzeniem jednego z paskoéw
(wz6r (B) Tub rOWNOWazny) ...........ocooiiiii 3 pkt.
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Opis metody precyzyjnego pomiaru odlegtoéci xg miedzy liniami wraz ze stosownym

wzorem, NP. (7)) .o 4 pkt.
Zestawienie i opis uktadu shuzacego do pomiaru wydtuzenia paska .................. 1 pkt.
Wykonanie pomiaréow stuzacych do wyznaczenia wydtuzenia paska przy uzyciu przy-

najmniej szesciu réznych obciazen ........... .. 3 pkt.
Zestawienie i opis uktadu stuzacego do pomiaru odlegtosci miedzy liniami zy; wykona-

nie stosownych pomiardw ........ .. 2 pkt.
Wykonanie wykresu pozwalajacego stwierdzi¢, ze zaleznos¢ wydtuzenia paska od obig-

zajacej go masy jest w badanym zakresie liniowa ........... ... ... ... L. 1 pkt.
Poprawny wynik konncowy wraz z niepewnoscig, ............couiiiiiiiiiiiiiiiian. 2 pkt.
Dyskusja najwazniejszych Zrodet niepewnosci pomiarowej ........................... 1 pkt.
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