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Zadanie 1

Minimalna droga hamowania roweru (wraz z rowerzysta) od
predkosci vg do zatrzymania, gdy rowerzysta uzywa tylko tyl-
nego hamulca, wynosi 1. Srodek masy roweru wraz z rowe-
rzysta jest na wysokosci h nad droga, odleglosci w poziomie:
osi przedniego kola od $rodka masy wynosi di, a osi tylnego
kota od srodka masy wynosi ds, patrz rysunek.

Q

[ srodek

masy

Wyznacz minimalna droge hamowania /o od predkosci vy do
zatrzymania na tej samej nawierzchni, gdy rowerzysta moze
uzywaé¢ obu hamulcéw, ale nie moze dopusci¢ do oderwania
si¢ zadnego z kot od drogi. Droga jest pozioma. Przyspiesze-
nie ziemskie wynosi g.

Wyznacz warto$é ls dlavg = 7,0 m/s, d; = 0,6 m, dy = 0,5 m,
h=1,0m, g = 9,81 m/s?, w dwéch przypadkach wartodci 1 :
1 =10 m oraz [; = 13 m.

Oba hamulce sa sprawne — odpowiedni duzy nacisk moze
spowodowaé zablokowanie két. Na obu kotach sa takie sa-
me opony. Przyjmij, ze momenty bezwladnosci kot sa zanie-
dbywalnie mate. Pomin opér powietrza oraz opory zwiazanie
z toczeniem kol. Pozycja rowerzysty wzgledem roweru nie
ulega zmianie podczas hamowania.

Zadanie 2
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Rozwazmy trzy réwnolegle, cienkie plytki metalowe o wy-
miarach a X b. Sasiednie plytki sa w odlegtosci d od siebie,
przy czym d < a, b. Srodkowa plytka (2) jest przesunieta
wzgledem goérnej (1) wzdluz a o a/3, a dolna (3) jest prze-
sunieta wzgledem gérnej wzdluz a o —a/3. Plytki 11 2 oraz
plytki 2 i 3 sa potaczone ze soba opornikami o opornosci R
kazdy. Zewnetrzne plytki sa podlaczone poprzez opornik o
opornosci R do baterii o napieciu U — patrz rysunek.

Wyznacz catkowite tadunki na kazdej z ptytek. Przenikalnos¢
elektryczna prézni wynosi gg.
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Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksymalnie 20 punktéw.

Zadanie 3

Jednym z najprostszych rodzajéw silnika spalinowego jest sil-
nik pracujacy w nastepujacym cyklu:

1. Mieszanka paliwa z powietrzem o temperaturze poczat-
kowej Tj i ciSnieniu poczatkowym pg, gdzie Ty oraz pq
to temperatura i ciSnienie otoczenia, wybucha w stalej
objetosci; w wyniku tego temperatura i ciSnienie wzra-
staja. Proces zachodzi adiabatycznie.

2. Gazy powstate w pkt. 1. ulegaja adiabatycznemu roz-
prezaniu (tlok sie przesuwa wykonujac przy tym prace
uzyteczna) az do osiagniecia przez nie ci$nienia otocze-
nia.

3. Zawory zostaja otwarte, a tlok przesuwa sie usuwajac
do otoczenia wszystkie produkty spalania.

4. Ttok przesuwa sie zasysajac powietrze wraz z paliwem
az objetos¢ bedzie réwna objetosci z pkt. 1. Zawory
zostaja zamkniete i cykl sie powtarza.

Zakladamy, ze nie wystepuje wymiana ciepta miedzy silni-
kiem (tlokiem i cylindrem) a gazami — tzn. ze silnik si¢ nie
nagrzewa.

Rozwazmy sytuacje w ktérej paliwem jest metan (CHy). Spa-
lanie metanu przebiega zgodnie z rownaniem

CHy + 202 — CO2 + 2H20 + Qs,

gdzie Qs jest cieptem, w dzulach na mol metanu, tej reakcji
(przy stalej objetosci).

Przyjmujac, ze sklad molowy powietrza to 80 % azotu (Na),
a 20 % to tlen (O3), oraz ze molowe cieplo wlasciwe przy sta-
tej objetosci mieszaniny gazéw po wybuchu jest state i rowne
Cy, wyznacz maksymalna mozliwa teoretycznie sprawnosé
rozwazanego silnika.

Podaj wartos¢ liczbowa tej sprawnosci dla Cy = 20,8
J/(mol-K), Qs = 891 - 10* J/mol, Tp = 300 K. Uniwersal-
na stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K).

Przyjmij, ze metan jest przechowany w zbiorniku pod ci-
$nieniem niewiele wiekszym od ci$nienia atmosferycznego,
w zwiazku z tym praca wykonana (lub ewentualnie uzyskana)
przy mieszaniu metanu z powietrzem jest pomijalna w rozwa-
zanym zagadnieniu. Przyjmij tez, ze HoO bedzie wystepowaé
w postaci pary i ze jest gazem doskonatym.

Uwzglednij, ze przy rozprezaniu adiabatycznym zachodzi

pV?* = const,

gdzie s = (Cy + R) /Cy, natomiast R jest uniwersalna stala
gazZowa.

Uwaga:

Najwieksza mozliwa sprawnos¢ zalezy od utamka molowego
r metanu w wejSciowej mieszance, zatem wyznaczenie wla-
Sciwego x jest czedcia zadania.
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Rozwigzanie zadania 1
Oznaczmy przez N7 nacisk przedniego kota na jezdnie, a przez N, — nacisk tylnego kota.

Poniewaz rower nie porusza sie sie w kierunku prostopadtym do podloza, mamy
Ny + N2 =mg, (1)

gdzie m jest masg roweru wraz z rowerzysta, a g — przyspieszeniem ziemskim.

Rower sie nie obraca (kota nie odrywaja sie od podtoza), zatem momenty sit wzgledem $rodka
masy sie rownowaza, czyli

N1d1 — N2d2 = Tlh + Tgh, (2)
gdzie T oraz T, sg sitami tarcia podtoza dziatajacymi odpowiednio na przednie oraz tylne koto.

Zgodnie z 1T zasada dynamiki, przyspieszenie roweru a (dodatnie — zgodne z przemieszczaniem
sie roweru; poniewaz rozwazamy hamowanie, a jest ujemne) spelnia réwnanie

ma = — (Tl + Tg) > (3)

co daje
N1d1 — N2d2 = —mah. (4)

Gdy uzywamy tylko tylnego hamulca i hamujemy tak, by droga hamowania byta minimalna,
zachodzi

T = 0 ()
T2 — fNQ, (6)

gdzie f jest wspotezynnikiem tarcia opony o jezdnie (jest to wspdtezynnik tarcia statycznego, bo
minimalna droge mozemy uzyskaé tylko jesli nie ma poslizgu). Zauwazmy, ze gdyby uwzglednié
moment bezwladno$ci przedniego kota, to przy zalozeniu, ze przednie koto nie $lizga sie po pod-
tozu, T bytoby ujemne — przy braku dziatania hamulca, ta sita tarcia powodowataby hamowanie
ruchu obrotowego przedniego kota.

Podstawiajac 17 i Ty, a takze N3 = mg — Ny do réwnania (2), otrzymamy

dr

Ny =mg—"—

Zauwazmy, ze Ny > 0. Poniewaz Ny < mg, stad rowniez N; > 0. Oznacza to, ze przy hamowaniu
tylnym kotem zadne z kot nie oderwie si¢ od podtoza.

Zatem
d;

TS )
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Wyznaczamy stad f
dy + do
= — 9
e (9)

Zauwazmy, ze formalnie powyzsze wyrazenie moze by¢ ujemne. W praktyce oznacza to, ze war-
tos¢ ,,opoznienia” —a nie moze by¢ dowolnie duza i musi spetnia¢ warunek

—a < 95, (10)

Graniczng (maksymalng) wartos¢ —a mozemy tez dostaé¢ ze wzoru (8) przechodzac granicznie z
f do nieskonczonosci.

Wartosé przyspieszenia wyznaczamy na podstawie dtugosci drogi hamowania. Mozna np. sko-
rzysta z tego, ze praca wykonana przez site tarcia jest rowna zmianie energii kinetycznej

2

—mal; = mv—o.
2
Stad
2
U
g =0 11
a zatem
di + doy

= = 12

2gl1d1 /U(Q] —h ( )
Zauwazmy, ze podobnie jak poprzednio opéZnienie” nie mogto byé dowolnie duze (nieréwnosé
(10)), w realnej sytuacji réwniez l; nie moze byé¢ na tyle mate, by mianownik w powyzszym
wzorze byl ujemny lub réwny zeru.

Gdy mozemy korzysta¢ z obu hamulcow, to maksymalne ,opdznienie” wynosi

—ag = fga
co odpowiada drodze hamowania
2
v
L = % 13
2 50 f (13)
29 d1 + d2 )

Musimy jednak sprawdzi¢, czy tylne kolo nie odrywa si¢ od jezdni. W tym celu z réwnan (1)
oraz (4) wyznaczamy silte nacisku tylnego kota Ny

mgdy, + mah

N, =
2 dy + do

(15)

N5 jest réwne 0, czyli tylne koto jest na granicy oderwania gdy

gdl +CLh =0.
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Czyli maksymalne ,op6znienie” niepowodujace oderwania tylnego kota jest rowne

di
—Umax — - 16
a 97, (16)
Zatem dla
> a7)
h Y
czyli gdy
dy + do d;
— > — 18
29l1d1/1)3 —h h ’ ( )
minimalna droga jest ograniczona przez warunek nie odrywania sie tylnego kota i wynosi
v2h
= 2. 19
2 29d1 ( )

Zauwazmy, ze wyprowadzajac wzor (19) nie korzystaliémy z faktu, Ze hamowane sa obydwa kota.
Wzoér ten jest w rzeczywistosci dolnym ograniczeniem drogi hamowania roweru w dowolnym
przypadku, w szczegdlnosci jest to tez dolne ograniczenie na [;.

W przypadku

dy +d d
1+ 22 < 71’ (20)
2gl1d1 /UO —h h
minimalna droga jest ograniczona przez wartos¢ wspotczynnika tarcia i wynosi
lidy — hvE/ (2
l2 — 161 UO/( g) (21)

dy + ds

Formalnie wartos¢ powyzszego wyrazenia moze by¢ ujemna. Wynika to z dyskutowanego po-
przednio faktu, ze nawet przy nieskonczonym wspoélczynniku tarcia [; nie moze by¢ dowolnie

male; warunek

h2
l1d1—ﬂ>0
2g

odpowiada doktadnie temu, ze ,,op6Znienie” jest ograniczone wartoscia (16).

Zauwazmy, ze jesli z rozwazania tylko tarcia otrzymamy droge krotsza, niz z warunku nieodry-
wania sie tylnego kota, to znaczy ze nie mozemy przyjac¢ tego pierwszego rozwiazania, bo tylne
koto bedzie sie odrywac¢. Podobnie, jesli z rozwazania tylko tarcia otrzymamy droge dtuzsza, niz
z warunku nieodrywania sie tylnego kota, to znaczy ze tarcie nie jest wystarczajace, by tylne
koto sie oderwalo, a zatem wtadciwe jest rozwigzanie pierwsze. Zatem nie trzeba jawnie stosowac
warunku wyboru wlasciwego rozwiazania, gdyz odpowiada ono maksimum z wynikéw (21) oraz

(19).
Dla podanych danych liczbowych otrzymamy:

ly, = 42m dla {3 =10 m (zachodzi warunek (18)), (22)
lo, = 48m dla [} =13 m (zachodzi warunek (20)). (23)
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Rozwigzanie wykorzystujace uklad nieinercjalny

W uktadzie nieinercjalnym wspotporuszajacym sie z rowerem z przyspieszeniem a, na rower
procz sit tarcia T, Ty, reakeji podtoza Ny, Ny oraz grawitacji mg (patrz powyzsze rozwiazanie),
dziata skierowana poziomo i przytozona w srodku masy sita bezwtadnosci —ma. Jesli rower jako
catosé sie nie obraca, to suma dziatajacych na rower momentéw sit wzgledem punktu stycznosci
przedniego kota z podtozem jest rowna 0, tzn.

Ny (dy + dy) — mah — mgd; = 0. (24)

W powyzszym réwnaniu nie wystepuja sity tarcia oraz sita Ny gdyz ramiona tych sit wzgledem
rozwazanego punktu sa rowne 0.

7 powyzszego otrzymamy

mah + mgd,

N, —
2 dy+dy

(25)

czyli rownanie ((15).
Poniewaz sita reakcji podtoza nie moze by¢ ujemna, przyspieszenie jest ograniczone warunkiem

< B
—a < —.
" h

To jest oczywiscie ten sam warunek, co (16). Zauwazmy, ze do tej pory nie precyzowalisSmy, czy
hamujemy tylnym hamulcem, czy oboma.

Jesli hamujemy tylko tylnym hamulcem, tak by droga hamowania byta najmniejsza, to jedyna
sita hamujaca rower jest réwna — f Ny, a zatem

ma = — f Ns. (26)
czyli
ah + gd,y
= —f—J 2
e N (27)

Stad mozemy wyznaczy¢ f, otrzymujac jak poprzednio réwnanie (9).

Dalsze rozwigzanie moze przebiegaé¢ analogicznie jak poprzednio, z tym, ze mamy juz N, wyra-
zone przez a oraz warunek nieodrywania sie tylnego kota roweru.

Rozwigzanie zadania 2

Plytki sa réwnowazne uktadowi trzech kondensatoréw (patrz rysunek)

Ul
I‘ j—
R
Co| ER
Ch:
13 CQL‘ :
T

_|
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o pojemnosciach

b-(a—a/3) 2
— = 2
Cio €0 d 307 ( 8)
b-(a—2a/3 1
Coy = &9 ( d / ) = 507 (29)
b-a/3 1
Cis = <o od 60’ (30)

gdzie C' = egab/d. Zauwazmy, ze poniewaz d < a, b, pominelidmy efekty brzegowe — kazdy z
kondensatorow odpowiada ,pokrywajacym sie” sie czeSciom odpowiednich dwoch ptytek. ,,Wy-
stajace” czesci ptytek w rozwazanym przyblizeniu nie majg znaczenia.

Oporniki sa polaczone szeregowo, zatem plynie przez nie prad o natezeniu I = U/(3R).

W takiej sytuacji napigcie na poszczegolnych kondensatorach wynosi

U — IR— ;U, (31)
Uy = TR=U (32)
Uis = Uss+ U= 20, (33)

a tadunek na poszczegdlnych ptytkach jest réwny
Qi = Culis +Culin = 5Q. (34)
Q2 = Cplss — Ciolhe = —;Q, (35)
Qs = —Ci3Us3 — CUz; = —SQ (36)

gdzie Q = CU. Zatem w jawnej postaci

o = (37)
Q= Ol — Gl = —5 20, (38)
Qs = —Ci3Uis — Co3lUzs = —ggoij. (39)

Alternatywne rozwigzanie zadania 2(skorzystanie z prawa Gaussa)

Napiecie pomiedzy odpowiednimi parami ptytek jest réwne

1
Up = IR=3U, (40)
1
U23 = IRng, (41)
2
Uiy = I-(2R)=3U, (42)

gdzie I = U/(3R) jest natezeniem pradu plynacego przez kazdy z opornikéw.
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Zauwazmy, ze uktad mozna podzieli¢ na trzy istotne obszary:

Obszar 13, w ktérym jedna trzecia ptytki 1 znajduje sie nad jedng trzecig ptytki 3 i nie ma
innych ptytek pomiedzy nimi. Odlegtos¢ miedzy plytkami wynosi 2d i jest znacznie mniejsza od
rozmiaréw poprzecznych odpowiednich czesci ptytek.

Obszar 12, w ktorym dwie trzecie ptytki 1 znajduje sie nad dwoma trzecimi ptytki 2. Odlegtos¢
miedzy pltytkami wynosi d i jest znacznie mniejsza od rozmiaréw poprzecznych odpowiednich
czesci phytek.

Obszar 23, w ktorym jedna trzecia plytki 2 znajduje sie nad jedna trzecig ptytki 3. Odlegtosé
miedzy plytkami wynosi d i jest znacznie mniejsza od rozmiaréw poprzecznych odpowiednich
czesci plytek.

W kazdym z rozwazanych obszaréow odlegtos¢ miedzy plytkami jest znacznie mniejsza od rozmia-
row poprzecznych odpowiednich czesci ptytek, zatem mozna taki obszar traktowac jak wnetrze
kondensatora ptaskiego. W kondensatorze ptaskim pole elektryczne jest jednorodne i prostopadte
do oktadek, zatem warto$¢ natezenia tego w kazdym z obszaréw wynosi

Uo 1U
By, = —2=-2 43
12 d 3d7 ( )
Uy 1U
By = 2=_2 44
23 d 3d7 ( )
Us 1U
By = — =-—. 45
1 2d — 3d (45)

Podobnie jak dla zwyktego kondensatora, pole elektryczne nad ptytka 1 oraz pod plytka 3 jest
rowne zeru. Podobnie zerowe jest pole elektryczne nad wystajaca czescia ptytki 3 i pod wystajaca
czescig ptytki 1.

Skorzystamy teraz z prawa Gaussa mowigcego, ze (w prozni) catkowity strumien pola elektrycz-
nego przechodzacego przez zamknieta powierzchnie jest rowny catkowitemu tadunkowi elektrycz-
nymi w obszarze ograniczonym ta powierzchnia podzielonemu przez e.

Otaczajac kazdg z plytek powierzchnig prostopadtoscianu zawierajacego te plytke, otrzymamy
tadunki na poszczegdlnych ptytkach

a 2a 1U
Ql = & (Elg . gb -+ ElQ . Sb) = 5053(1[), (46)
2a a 1U
QQ = & <—E12 . ?b -+ E23 . 3b) = —Eoggab, (47)
a a 2U
Qg = & <—E13 : gb — E23 . 3b> = Eggg&b. (48)

Sa to te same wyniki, co wyniki otrzymane w poprzedniej wersji rozwiazania.

Rozwigzanie zadania 3

Przyjmijmy, ze w stanie poczatkowym z pkt. 1 cyklu mamy w sumie n moli gazu, z czego x - n
moli to metan; (zatem (1 —x)-n/5 moli to tlen). Jesli caly metan ulega spaleniu (w przeciwnym
razie czes¢ metanu ulegnie zmarnowaniu), tzn. gdy

< ((1—2)/5) /2, (49)
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to w rozwazanej reakcji wytworzy sie ciepto

Q = znQs. (50)
Uwzgledniajac ze w rozpatrywanej reakcji liczba moli gazu nie ulega zmianie, oraz ze energia

wewnetrzna gazu doskonatego o temperaturze T jest rowna nC'y/T', temperatura gazu po wybuchu
bedzie wynosié¢

Q
T = ——~ 1T = ol
| wey T (51)

Qs
- T 52
reo + 1o, (52)

a ciSnienie
B T (53)
P1 = Top()a

przy czym skorzystaliSmy z rownania stanu gazu doskonatego pV = nRT'. Korzystajac z réwna-
nia stanu gazu doskonalego mozemy réwnanie adiabaty przeksztatci¢ do postaci

p B/CVERIT — const. (54)

Po rozprezeniu cisnienie gazu ma by¢ réwne ci$nieniu atmosferycznemu pg, zatem temperatura
gazu po rozprezeniu wynosi

Py F/Cv+R)
T, = T, <°> - (55)
P1
T\ B/(Cv )
= T (2 . 56
1<T1> (56)

Z zasady zachowania energii (I zasady termodynamiki) wynika, ze praca uzyskana w jednym
cyklu, czyli w naszej sytuacji przy rozprezaniu adiabatycznym, wynosi

W =nCy (Ty = Tz) — po (Vo — V1), (57)
gdzie nCy (T} — T3) to zmiana energii wewnetrznej w trakcie rozprezania, natomiast py (Vo — V)
to praca jaka rozprezajacy sie gaz musi wykonaé, aby sprezy¢ otaczajace powietrze. V5 to obje-
tosé gazu po rozprezeniu, V; to objeto$¢ gazu przed rozprezeniem (réwna objetosci gazu przed
wybuchem V). Z réwnania stanu gazu doskonalego mamy

poVa — poVi = nR13 — nRTy,

gdzie wykorzystaliSmy, ze ci$nienie po rozprezeniu jest rowne pg, a objetosé tuz po wybuchu jest
rowna objetosci gazu przed wybuchem. Uwzgledniajac powyzsze réwnanie otrzymamy

W = nCV (Tl — TQ) —nR (T2 — T[)) = (58)
Zatem teoretyczna sprawnos$é¢ naszego silnika jest rowna
1%
0 (60)
_ O+ RN -T)-R(T —Th) _ (61)
Cy (Ty — Tp)
R/(Cv+R)
Coem(1-(®)") - R(-B)
= - i (62)
v (1-%)-
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Widaé, ze sprawnosé rosnie wraz ze wzrostem 77 (co jest oczekiwane), zatem sprawno$¢ bedzie
najwieksza dla maksymalnego dopuszczalnego x.

Z nieréwnosci (49) to maksymalne x spelnia réwnanie

11—z
10 7

a zatem otrzymamy

Uwzgledniajac to, maksymalna sprawnos¢ jest rowna

v+ B) (1= ()" ") - R (- )

Nmax = T = (64)
Cv (1 - To-i-wégs/cv)
1 R/(CV+R) 1
_ (Cv + R) (1 B <1+Qs/(11Tva)) - (1 B 1+Qs/(11TOCV)) (65)
= - :
Cv (1 N 1+Qs/(11Tva))
Dla podanych w tresci zadania wartosci liczbowych otrzymamy
n =40 %, (66)

przy czym 17 = 4200 K, T, = 2000 K. Zauwazmy ze jest to wynik zawyzony z wielu powo-
déw: silnik sie grzeje i oddaje ciepto do otoczenia w trakcie rozprezania, w trakcie rozprezania
niezupetnie jest spelnione réwnanie adiabaty, Cy zalezy od sktadu mieszanki i ro$nie wraz z
temperatura (w duzych temperaturach uaktywnia sie dodatkowe stopnie swobody, np. zwiazane
z drganiami atoméw wchodzacych w sktad danej czasteczki).

Uwaga:
Prace uzyteczng W mozemy tez wyznaczy¢ korzystajac z tego, ze dla matych przyrostéw

AW = (p —po) AV, (67)

gdzie p = py (Vo/ V)(CV+R)/ v Wyrazenie p — po uwzglednia, ze z drugiej strony tloka dziala
ci$nienie atmosferyczne. Calkujac to rownanie otrzymamy

V2 Vi (CvR)/Cv
W = /p1<v> dV —po (Vo — Vo) =
Vo

1 Vi (Cv+R)/Cv
= Vol — -l - Vo —Vy) =
1—(CV+R)/C'Vp1<2(V2) 0) p0(2 0)
C
- —Rvpl<v2§j—vo>—po(v5—%)=

= —Cyn(ly =T1) —po (V2 — Vo),
co jest rébwnowazne réwnaniu (57).
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