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LXXII OLIMPIADA FIZYCZNA

ROZWIAZANIA ZADAN ZAWODOW I STOPNIA
CZESC 1II

ZADANIA CZESCI II (termin wysylania rozwigzan — 19 listopada 2022r.)

ZADANIA TEORETYCZNE

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan teo-
retycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymacé maksimum 20 punktow.

Zadanie T1.

Pewien uktad elektroniczny mierzy napiecie w zakresie od 0 V do Up i ma staly opor Ry. Dotacza-
jac do niego w odpowiedni sposéb (szeregowo lub réwnolegle) pewien opornik utworzono z niego
woltomierz o zakresie pomiarowym do Uy (Uy > Up). Z drugiego takiego samego uktadu elek-
tronicznego, przez dotaczenie w odpowiedni sposob innego opornika, utworzono amperomierz o
zakresie pomiarowym do I5. W celu wyznaczenia wartosci oporu R pewnego elementu dokonano
tymi przyrzadami pomiaru napiecia i natezenia pradu w dwoch przedstawionych na rysunkach

obwodach.
i
©

R

©
R
- @ 3

lloraz wskazan miernikéw U/I okazal sie réwny R; w jednym z obwoddéw, a Ry w drugim, przy
czym Ry > R;. Ustal, ktoremu obwodowi odpowiada Ry, a ktéremu Ry i wyznacz Ry oraz R.

Podaj wyniki liczbowe dla Uy = 0,5 V, Uy =100 V, I, = 0,2 A, Ry = 450 Q, Ry = 460 (2.
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Zadanie T2.

W poblizu nieskonczonej metalowej ptyty znajduje sie cienki, sztywny, jednorodny pret o dhugosci
2l, na koncach ktérego umieszczone sa dwie mate kulki o masie m kazda, natadowane tadunkami:
+q oraz —q. Srodek preta jest zamocowany w statej odlegloéci d (d > 1) od plyty, ale pret moze
sie swobodnie obraca¢ wokot tego punktu zamocowania, patrz rysunek.

° )
tq -q

Poczatkowo pret byt nieruchomy i réwnolegly do metalowej ptyty. W wyniku matego odchyle-
nia od potozenia poczatkowego pret zaczal sie obraca¢ w plaszczyznie prostopadiej do plyty.
Wyznacz predkosé kulek na koncach preta w chwili, gdy bedzie on prostopadly do ptyty. Po-
min opory ruchu. Mozesz przyjac¢, ze ptyta jest idealnym przewodnikiem. Pret i mocowanie jego
srodka nie ma wptywu na pole elektryczne.

Wskazowka: patrz logo Olimpiady Fizycznej ilustrujace zastosowanie tzw. ,metody obrazow”
(zad 2. T st. cz. 2, LXVII Olimpiady Fizycznej).

Zadanie T3.

Wewnatrz bardzo dtugiego cylindra znajduja sie dwa szczelne ttoki o masach m; i my oraz polu
przekroju S. Miedzy nimi jest zamknigta pewna ilo$¢ gazu.

(%
B -

Poczatkowa odlegtos¢ miedzy ttokami wynosita Lg; ttok 1 spoczywal, a ttok 2 poruszatl si¢ z
pewna (nieznana) predkoscia vy w kierunku ttoka 1. Poczatkowe ci$nienie gazu miedzy ttokami
byto rowne cidnieniu zewnetrznemu pg, a poczatkowa temperatura wynosita Ty. Gaz jest gazem
doskonatym o molowym cieple wlasciwym Cy. Przyjmujac, ze ttoki ani cylinder nie pobieraja
ciepta od gazu, oraz ze sprezanie oraz rozprezanie gazu pomiedzy ttokami zachodzi w sposob
odwracalny i wiedzac, ze minimalna odlegtos¢ miedzy ttokami wyniosta Ly, wyznacz predkosé
Va.

Pomin opoér aerodynamiczny zwigzany z ruchem ttokow i tarcie ttokéw o Scianki cylindra oraz
mase gazu w porOwnaniu z masg ttokow.

Zadanie T4 - numeryczne.

Tuz przy brzegu poziomej rynny (pétwalca) o promieniu wewnetrznym r = 0,1 m umieszczono
maty klocek (tzn. o rozmiarach znacznie mniejszych od r) i puszczono.

Strona 2 z 25



LXXII OLIMPIADA FIZYCZNA ROZW. ZAD. ZAWODOW I STOPNIA, cz. 2

Wspotezynnik tarcia klocka o powierzchnie rynny jest réowny f. Pomijajac opdér powietrza i
przyjmujac, ze klocek styka sie z rynna stale ta sama $ciang (tzn. nie przewraca sie), wyznacz
numerycznie ruch klocka (kat a — patrz rysunek — w zaleznosci od czasu) w zakresie czasow
od 0 s (chwila potozenia klocka) do 10 s oraz — jesli klocek zatrzyma sie w ciggu 10 s — chwile
zatrzymania sie klocka.

Rozwaz nastepujace wspétezynniki tarcia f: a) 0; b) 0,02; ¢) 0,1; d) 0,5. W kazdym przypadku
wykonaj wykres «(t).

Dodatkowo wyznacz warto$¢ wspotczynnika tarcia f, przy ktorej klocek bez przekraczania srodka
rynny, zatrzyma si¢ na tym srodku.

Uwaga:

Rozwigzanie powinno zawierac:
(i) wzory uzywane w rozwiazaniu wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem;
(ii) opis zastosowanego algorytmu;

(iii) opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania wraz z sposo-
bem zagwarantowania (lub sprawdzenia) wtasciwej doktadnosci wynikéwr;

(iv) wykresy oraz wartosci liczbowe, o ktérych mowa w tresci zadania
(v) jakosciowe omoéwienie otrzymanych wynikow.

Nie jest dopuszczalne uzycie programéw do obliczen symbolicznych lub gotowych programéw
wyznaczajacych poszukiwany czas po podaniu toru.

Dodatkowe wskazowki dotyczace rozwiazywania zadan numerycznych znajdziesz w tresciach i
rozwigzaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Nalezy przestaé rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadan do-
Swiadczalnych. Za kazde z zadan doswiadczalnych mozna otrzymacé¢ maksymalnie 40
punktow.

Zadanie D1.

Moment sity niezbedny do skrecenia wzgledem siebie dwoch podstaw jednorodnego walca o kat
a wokot osi walca, wynosi:

JG
I'=a=-,

przy czym L oznacza dtugosé¢ walca, G oznacza modul Kirchhoffa materiatu, z ktérego byt
wykonany walec, a J oznacza tak zwany geometryczny moment bezwtadnosci przekroju walca.
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Geometryczny moment bezwtadnosci kota o promieniu 7 jest rowny:

Masz do dyspozycji:

e drut miedziany o srednicy 0,1 mm,
e makaron spaghetti (nieugotowany),
e wage kuchenng o rozdzielczosci 1g,
e stoper,
e linijke,
o statyw,

e tasme klejaca.

Wyznacz modut Kirchhoffa miedzi.

UWAGA 1: Jedli nie posiadasz wagi kuchennej, mozesz wykorzysta¢ informacje o masie netto
na opakowaniu makaronu.

UWAGA 2: Jesli nie mozesz zdoby¢ samodzielnie drutu, przeslij do 21 pazdziernika na ad-
res KGOF zaadresowana do siebie koperte ze znaczkami. KGOF odesle Ci drut.

Zadanie D2.
Masz do dyspozycji:

e smartfon z akcelerometrem oraz z aplikacja umozliwiajca rejestrowanie i zapisywanie wek-
tora przyspieszenia smartfonu,

e krawiecka tasme miernicza,
e wage tazienkowa,

e tasme klejaca.

Wyznacz maksymalng chwilowa moc mechaniczng mie$ni swoich nég (albo nég wybranej osoby)
podczas pionowego skoku z miejsca.

WSKAZOWKA: Przyktadowa aplikacja dziatajaca w systemach operacyjnych Android oraz
i0S, umozliwiajaca zapis zebranych danych pomiarowych do pliku: ,phyphox” (https://phyphox.org/).
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UWAGA 1: Zwr6¢ uwage, jaka wielkosé fizyczna wyswietla aplikacja, ktorej uzywasz. Smartfo-
ny wyposazone sg w akcelerometr opierajacy sie na pomiarze sity dziatajacej na element czujnika.
W przypadku spoczywajacego smartfonu wynikiem pomiaru jest wektor przyspieszenia ziemskie-

go.

Czesto jednak smartfony wyswietlaja przyspieszenie telefonu wzgledem uktadu zwigzanego z po-
wierzchnig ziemi. Ta wielko$¢ jest obliczana na podstawie wskazan akcelerometru oraz orientacji
telefonu, otrzymanej z wskazan zyroskopu (miernika przyspieszenia katowego).

UWAGA 2: Analize zebranych danych, niezbedne obliczenia oraz wykresy mozesz wykonaé
przy uzyciu komputera. Rozwigzanie powinno wtedy zawiera¢ réwniez opis zastosowanego algo-
rytmu oraz opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania.

Zadanie D3.
Masz do dyspozycji:

e bateri¢ alkaliczna typu LR03 (AAA),
e woltomierz,
e trzy oporniki o oporze 10 €2 kazdy,

e przewody potaczeniowe, na przyktad ze ztaczem krokodylkowym, niezbedne do zestawienia
uktadu pomiarowego.

W pewnym zakresie wartosci natezenia pradu plynacego przez baterie zalezno$¢ napiecia U
baterii od ptynacego przez nig pradu [ jest liniowa:

U=¢ec—-1-Ry,,
gdzie ¢ - sita elektromotoryczna, a R, - opér wewnetrzny baterii. Wyznacz ¢ oraz R,,.
UWAGA 1: Nie dopuszczaj do przepltywu pradu przez baterie przez dtugi czas. Parametry
baterii moga si¢ zmienia¢, np. w wyniku jej nagrzewania.

UWAGA 2: Jesli nie mozesz zdoby¢ samodzielnie opornikéw, przeslij do 21 pazdziernika na
adres KGOF zaadresowana do siebie koperte ze znaczkami. KGOF odesle Ci kilka opornikow.

ROZWIAZANIA

Rozwigzanie zadania T1

Aby zwiekszy¢ zakres woltomierza z U, do Uy, nalezy dotaczyé do niego opornik szeregowo,
zeby napiecie Uy podzielito si¢ na napiecie na tym oporniku oraz na wyjsciowym elemencie
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pomiarowym. Poniewaz przez oba elementy ptynie ten sam prad, spetnione jest réwnanie

LO Lv
= v 1
Ry Ry’ (1)

gdzie Ry jest oporem (catego) woltomierza.

W celu utworzenia amperomierza o odpowiednio duzym zakresie /4 nalezy do elementu pomiaro-
wego dotaczy¢ opornik réwnolegle, a poniewaz wtedy napiecia na obu elementach sg jednakowe,
spelione jest rownanie

Uy = IsRa, (2)

gdzie Ra jest to op6r amperomierza (wyjsciowego ukladu elektronicznego wraz z opornikiem),
ktory mozemy wyznaczy¢ z powyzszego rOwnania.

Analizujac oba przedstawione obwody stwierdzamy, ze w lewym mierzony jest faktycznie opér
szeregowo potaczonego zespohu ,opornik + amperomierz”, a op6r woltomierza nie jest istotny;
natomiast w prawym mierzy sie opér réwnolegtego zespotu ,opornik + woltomierz”, a opor
amperomierza sie nie liczy. Poniewaz w potaczeniu szeregowym opor jest wiekszy, wiec widac,
ze wartos¢ Ry zmierzono w prawym obwodzie, a Ry w lewym. Zatem

1 n 1 3)
Ri R Ry’
RQ == R + RA (4)
Z réwnan (2) i (4) wyznaczamy R
Ui
R=Ry— Ry =Ry — =2 (5)
Iy
Teraz z réwnania (3) mozemy obliczy¢ Ry
RR,
RV - 9 6
RoR (6)
a na koniec z réwnania (1) Ry
Uo
Ry=R,—. 7
o= R g
W jawnej postaci
Uy Ry Uy
Ry = (R = ) —_—— 8
‘ ' s/ Ry—% R Uy ®)
Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy
Ry ~ 137,3 €, (9)
R =~ 4575 €. (10)
Punktacja zadania T1.
Przedstawienie sposobu uzyskania woltomierza o zakresie do Uy .................... 1 pkt.
Przedstawienie sposobu uzyskania amperomierza o zakresie do In ................... 1 pkt.
Ustalenie, ze wartos¢ Ry zmierzono w prawym obwodzie, a Ry w lewym ............. 1 pkt.
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Wyznaczenie R (wzor (5) lub rOWNOWazny) ...........c.oeoiiuiiiiiiiiinnniian ., 2 pkt.
Opér woltomierza Ry (wzér (5) lub rownowaziy) ..., 1 pkt.
Wzér na Ry (wzér (7) lub rOWNOwaziy) ............oeieeiiiiiiiii i, 1 pkt.
Jawny wzér na Ry (wzér (8) lub rOWnOwWazny) .............oeeiuiiiiiiiiinninnnn... 1 pkt.
Wartos¢ liczbowa Ry (WzOr (9)) ..o 1 pkt.
Wartos¢ liczbowa R (wzor (10)) ..o 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T2

Metalowa plyta musi mie¢ potencjal rowny zero (czyli taki, jak w ,nieskoniczonosci”), co ozna-
cza, ze pole elektryczne po tej stronie ptyty, gdzie jest pret, jest takie, jakby byto suma pdl
elektrycznych pochodzacych od rzeczywistych tadunkéw (tadunki na kulkach potaczonych z pre-
tem) oraz tadunkow ,obrazowych”, bedacych odbiciem lustrzanym (wzgledem plyty, z zamiang
znakow tadunkéw na przeciwne - nazywa sie to ,metoda obrazéw”) rzeczywistych tadunkéw. W
ten sposob potencjaty od tadunkéw rzeczywistych i tadunkéw obrazowych dla dowolnego punktu
na plaszczyznie plyty sie redukuja (zasada superpozycji) i potencjal na calej tej ptaszczyznie
pozostaje staty, dajac poprawny rozktad potencjalu w przestrzeni. Gdy potozenie rzeczywistych
tadunkéw ulegnie zmianie, to odpowiedniej zmianie ulegnie réwniez potozenie tadunkéw obra-
zowych. To oznacza, ze rozpatrywana sytuacja, jest (z punktu widzenia obszaru ,przed” plyta)
rownowazna sytuacji, gdy zamiast ptyty mamy rzeczywisty pret i rzeczywiste tadunki bedace
lustrzanym odbiciem prawdziwych tadunkow wzgledem ptaszczyzny plyty.

Energia poczatkowa takiego uktadu jest réwna energii elektrostatycznej,

~dre, \ 24 ViR rap

gdzie Fx energia oddziatywania kulek znajdujacych si¢ po tej samej stronie ptaszczyzny ptyty.

2 2 2
Bo= ot ) + 26 (1)

Koncowa energia elektrostatyczna rozwazanego uktadu jest rowna

2
Elel -

q 1 1 2 )

— — — 2F 12
47r60< 2d—2l 2d+al 2da) T (12)
zatem uwzgledniajac, ze konicowa energia kinetyczna wszystkich czterech kulek wynosi 4%mv2,
catkowita energia koncowa jest réwna

B = ( ! ! +2)+2E + A4 (13)
= — - — —mu
" dree \ 2d—20 2d+20 ' 2d DR

Poniewaz pomijamy opory, energia jest zachowana, czyli £y = F; i otrzymujemy

o 24 1 1 . 1
U:\l q d " Va2+i2 " 2d—2 2d+2l‘ (14>

4meq 2m

Uwaga: zamiast rozpatrywac energi¢ uktadu réwnowaznego, mozna rozwazac rzeczywista ener-
gie uktadu. Zauwazmy, ze za plyta (po drugiej stronie ,lustra”) pole elektryczne jest réwne 0 —
przewodzaca pltyta catkowicie ekranuje tadunki. Poniewaz energia elektrostatyczna jest zwigzana
z polem elektrycznym, a pole elektryczne jest tylko po jednej stronie plyty, prawdziwa poczat-
kowa energia elektrostatyczna uktadu jest potowa wyznaczonej powyzej energii Fy, a prawdziwa
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koncowa energia elektrostatyczna jest polowa wyznaczonej powyzej energii Fy.. Poniewaz ma-
my tylko dwa rzeczywiste tadunki, prawdziwa catkowita energia koncowa uktadu jest réwna
%Elel + Q%mv? Zatem zasada zachowania energii przyjmie postac

@ o Elel 1 2

= 2=
5 5 + va,

co prowadzi do tego samego wyniku (14).

Punktacja zadania T2.

Zauwazenie, ze pole elektryczne uktadu (po stronie tadunkéw) mozna uzyskaé¢ dodajac
tadunki obrazowe po przeciwnej stronie ptyty wraz z opisem potozenia i wartosci tych
FadunKkow ... 2 pkt.
Poczatkowa energia elektrostatyczna uktadu réwnowaznego (wzér (11) lub réwnowaz-
ny) lub rzeczywista poczatkowa energia elektrostatyczna (potowa wartosci danej wzo-
rem (11) lub rOWnowaznym) ....... ... 2 pkt
Koncowa energia elektrostatyczna uktadu réwnowaznego (wzoér (13) lub rownowazny)
lub rzeczywista koncowa energia elektrostatyczna (polowa wartosci danej wzorem (12)

TUb TOWNOWAZILYIN) ..ottt et e 2 pkt
Energia kinetyczna kulek (4%mv2 w przypadku ,réwnowaznym” lub Q%mv2 W przy-
padku rzeczy WISty ... ... 1 pkt.
Skorzystanie z zasady zachowania energii (nawet jesli energia kinetyczna nie jest zgodna
7 rozpatrywanym pOodejSCiem) .. ... ... ... 1 pkt.
Szukana predkosé (wzor (14) lub rOWNOwazny) ............ooeveiiiiiiniiiiiianann... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania T3

W chwili najwickszego zblizenia ttoki nie poruszaja sie wzgledem siebie, a zgodnie z zasada
zachowania pedu ich predkos¢ wynosi
maov
v = 22 (15)

my + ma

Energia poczatkowa jest réwna sumie energii kinetycznej tlokéw (w tym przypadku tylko ttok 2

sie porusza) %vg, energii wewnetrznej gazu pomiedzy ttokami nCy/Ty, gdzie n jest liczba moli

gazu pomiedzy ttokami, oraz energii gazu na zewnatrz ttokow F,

Epocz = %U% + nOvTQ + Ez- (16)

Energia uktadu w chwili najwiekszego zblizenia jest rowniez suma energii kinetycznej tlokéw,
energii wewnetrznej gazu pomiedzy tltokami oraz energii gazu na zewnatrz ttokéw; ta ostat-
nia zmniejszy si¢ w poréwnaniu z F, o prace wykonang przez ciSnienie zewnetrzne, réwng
(Lo — Limin) Spo. Zatem energia uktadu w chwili najwiekszego zblizenia jest réwna

mi+m
Ezbl - %UQ + nCVTl + Ez - (LO - Lmin) SpO (17)

7, warunkow zadania wynika, ze
Epocz = Ezbl- (18)
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Zgodnie z podanymi zatozeniami przemiana gazu jest adiabatyczna, czyli obowigzuje rownanie

pV7 = const, (19)
gdzie v = C‘éiiR, a p, V sa cisnieniem i objetoscig gazu pomiedzy ttokami. Uwzgledniajac réw-
nanie stanu pV' = nRT dostajemy posta¢ réwnania adiabaty w zmiennych 7" — V'

TVt = TVR/OV = const. (20)

Objetos¢ gazu jest proporcjonalna do odlegtosci miedzy ttokami, zatem temperatura gazu w
chwili najwiekszego zblizenia jest réwna

Lo \"*
Uwzgledniajac powyzsze, z warunku Epoe, = E,p otrzymujemy
1 mo 2 L() 7=t
5 <m2 — (m1 + mg) <T)’L1+’In2> ) U% = NCy ((Lmin) -1 T() — (Lg — Lmin) Spo. (22)

7 roéwnania stanu gazu doskonatego liczba moli gazu pomiedzy ttokami jest réwna

poLoS
= . 2
n RT, (23)

Z réwnan (22) oraz (23) otrzymujemy szukang predkosé

2 (my + ma) Spo

R
Cy Lo ( Ly )Cv
— 1| = (Lo = L) | 24
2 mima R ( Lmin ( ‘ ) ( )
Punktacja zadania T3.
Predkos¢ ttokéw w chwili ich najwiekszego zblizenia (wzér (15) lub réwnowazny) ....1 pkt.
Energia poczatkowa uktadu (wzér (16) lub réwnowazny) ..., 1 pkt.
Energia w chwili najwigkszego zblizenia tlokéw (wzér (17) lub réwnowazny) ........ 2 pkt.
Temperatura gazu w chwili najwiekszego zblizenia (wzér (17) lub réwnowazny) .. ... 2 pkt.
Liczba moli gazu pomiedzy tlokami (wzér (23) lub réwnowazny) .................... 1 pkt.
Wykorzystanie zasady zachowania energii .............. . ... i 1 pkt.
Szukana predkosé (wzor (24) lub rOWNOWaZIY) ........ovuieiiiiiiiiiiaan... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania T4 (numerycznego)
1. Rozwazania fizyczne

Poniewaz poczatkowo klocek spoczywa, a rynna jest pozioma, ruch bedzie sie odbywat tylko w
plaszczyznie prostopadtej do osi rynny. Zatem ograniczymy si¢ tylko do takiej ptaszczyzny.

Sktadowa styczna do rynny Fj sity dziatajacej na klocek jest suma odpowiedniej sktadowej sity
ciezkosci —mg sin «v oraz sity tarcia T’

Fy=—mgsina+T. (25)
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gdzie « jest katem odpowiadajacym potozeniu klocka w rynnie - tak jak na rysunku w tresci
zadania.

Normalna w danym punkcie sktadowa F}, sity dziatajacej na réwnie jest réwna réznicy sity reakcji

rynny R oraz normalnej do rynny sktadowej sity ciezkosci mg cos «

F, =R —mgcosa.

Gdy klocek porusza sie z predkoscia v, to poniewaz porusza si¢ po okregu o promieniu r, jego
przyspieszenie dogrodkowe wynosi v?/r, a zatem zachodzi

2

F,=m<,
r
a stad
02
R =mgcosa +m—. (26)
r

Gdy klocek sie porusza sie, sita tarcia jest przeciwnie skierowana do kierunku predkosci, czyli

T = —sgn(v) fR, (27)

gdzie sgn (v) =1 gdy v > 0, oraz sgn (v) = —1 gdy v < 0. (Gdy v = 0 to formalnie sgn(v) = 0,
ale ten przypadek rozpatrzymy osobno.)

Gdy klocek sie nie porusza, maksymalna sita tarcia dzialajaca na klocek ma wartos¢ fR i jest
skierowana przeciwnie do stycznej do rynny sktadowej sity ciezkosci. Oznacza to, ze jesli klocek
w danym momencie jest nieruchomy, to

jesli |mgsina| < fR to Fy =0 i klocek pozostaje nieruchomy,
jesli |mgsina| > fR to Fy =sgn(a) (fR—mglsina|) i klocek zaczyna si¢ poruszaé
zgodnie z kierunkiem Fj.
(28)

Powyzej zatozylismy, ze a # 0, gdyz gdy o = 0, to nieruchomy klocek nie zacznie si¢ poruszac.

Nalezy jeszcze uwzgledni¢ zwigzek szybkosci zmiany kata z predkoscia

Roéwnania pozwalajace wyznaczy¢ ruch klocka sg zatem nastepujace

gdy v # 0:
02
a= —gsina —sgn (v) f (gcosa—i— >
,

Av = aAt,
Aa = ZAL.
T

Strona 10 z 25



LXXII OLIMPIADA FIZYCZNA ROZW. ZAD. ZAWODOW I STOPNIA, cz. 2

gdy v =20

Av =0 gdy [sinal < fcosa,
Av = sgn(a) (fcosa — [sina|) gAt  gdy [sinal > fcosa,

gdzie zakltadamy, ze zmiany kata Ac«, predkosci Av oraz czasu At sg bardzo male.
2. Metoda numeryczna

Oznaczajac przez «;, v; oraz a; wartoéci x, v oraz a w kolejnych chwilach czasu t; mozemy
zapisaC najprostsze rownania iteracyjne zgodne z powyzszymi réwnaniami (przypadek typu v = 0
oméwimy osobno)

Qi1 = Q; + %A@ 29
r

Vit1 = v; + ;A 31
tiv1 = t; + At, 32

(29)
a; = alai, v;), (30)
(31)
(32)

gdzie At jest krokiem czasowym. Taka metoda (metoda Eulera) jest jednak malo dokladna;
znacznie lepszg metoda jest metoda wykorzystujaca polozenie posrednie ;1o oraz przyspiesze-
nie w poltozeniu posrednim a;41/5 (algorytm skokowy lub algorytm zabiego skoku):

v; At

Qit1/2 = Q4 + -9 (33)

Qit1/2 = a(ait/2, Vi), (34)

Vit1 = U + @12, (35)
At

Qi1 = Qig1/2 + U¢+1?7 (36)

tiz1 = t; + At. (37)

To, Ze jest to metoda znacznie lepsza, najlepiej pokazuje fakt, ze w przypadku stalej sity (a wiec
i stalego przyspieszenia) daje ona doktadne wyniki.

Komplikacja w naszym przypadku jest to, ze przy zmianie znaku predkosci sita tarcia zmienia sie
w sposob nieciagtly i to, ze przypadek v = 0 powinni$my rozpatrywac¢ osobno. Formalnie szansa
na to, ze w jakim$ kroku iteracyjnym wystapi v; = 0, jest bardzo mata, co jednak nie znaczy, ze
problemu nie ma.

Jesli predkos¢ zmienia znak przy przejsciu od kroku ¢ do kroku i+ 1, to ,fizycznie” na to patrzac,
w jakiej$ chwili ¢, € [t;, t;11] klocek jest nieruchomy, a sita tarcia w przedziale czasow (t,, ;1]
ma przeciwny znak niz poprzednio, czego nie uwzgledniamy. Blad z tym zwigzany moze by¢
znacznie wiekszy niz btad w trakcie ,zwyktego” kroku, w ktorym sita tarcia nie zmienia znaku.
Jednak btad ten oczywisdcie maleje ze zmniejszaniem At, a procz tego takich punktéw zwrotnych
jest znacznie mniej niz ,zwyktych” krokéw i ich liczba nie rosnie ze zmniejszaniem At, zatem
oczekujemy, ze btedy te sie nie kumuluja. To oznacza, ze mozemy przyjac, ze nasz algorytm
bez dodatkowych modyfikacji bedzie dawal poprawne rezultaty dla odpowiednio matych At —
za wyjatkiem przypadku, gdy |gsina| < f (gcosa). W tym przypadku zmiana znaku predkosci
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moze spowodowa¢ zmiane znaku sity Fy, co moze spowodowaé kolejng zmiane znaku predkosci
i.t.d. W efekcie otrzymujemy sztuczne oscylacje wokot potozenia odpowiadajacego zatrzymaniu
klocka i btedy pojawiajace sie¢ przy zmianie predkosci moga sie kumulowac.

To oznacza, ze nasz algorytm, odpowiadajacy réwnaniom (33)-(37), wymaga uzupeinienia o
specjalne rozwazenie przypadku, gdy predkos¢ zmienia znak. To dodatkowe rozwazenie moze
mie¢ postaé nastepujacego kroku, wykonywanego po kroku (35):

Jeéll Vi+1 " U; < 0 oraz g ‘sin ai—i—l/?’ < f (g COS CY¢+1/2> s to Vit1 = 0. (38)

Innymi, stowy, jesli predko$¢ zmienia znak i maksymalna wartos¢ sity tarcia jest wieksza od
wartosci sktadowej stycznej sity grawitacji, to zatrzymujemy klocek.

Do réownan iteracyjnych musimy dodac¢ rowniez warunki poczatkowe; w rozwazanym zagadnieniu
sg to warunki
, v = 0. (39)

m
] = ——
2

3. Implementacja metody numerycznej

Opisana powyzej metode numeryczna zaimplementowano wykorzystujac arkusz kalkulacyjny,
w ktérym ustalone ¢ odpowiada jednemu wierszowi, a obliczenia z réwnan (33 — 37) oraz (38)
znajduja sie w komoérkach tego wiersza.

Roéwnania iteracyjne tatwo jest przeksztatci¢ na program komputerowy, ktéry w petli oblicza
kolejne wartosci potozenia i predkosci. Odpowiada to nastepujacemu pseudokodowi

v =0
alfa = -pi/2
t =0
powtarzaj az t > t_konc {
vp = v // zapamietujemy v w pomocniczej zmiennej vp
alfa = alfa + (v/r) = dt/2
a = —gxsin(alfa) - \operatornamex{sgn}(v)*f*( g*cos(alfa) + v*v/r )
v = v + ax dt

jezeli (vpxv <= 0 oraz abs(sin(alfa))<= f * cos(alfa) ) to v =0
alfa = alfa + (v/r) * dt/2
t =1t + dt

}

Powyzej t_konc jest czasem, do ktérego wykonujemy powtérzenia (w naszym przypadku 10 (s)),
dt — odstepem czasu, natomiast f, r to parametry z tresci zadania. Przyspieszenie ziemskie g
przyjeto réwne 9,81 (m/s?).

Dodatkowo nalezy dodaé¢ instrukcje zapisujace t oraz alfa np. po kazdym powtdrzeniu petli,
oraz zapisywanie czasu oraz potozenia odpowiadajacego pierwszemu spetnieniu warunku ”jezeli”
(czyli zatrzymaniu spowodowanemu przez tarcie).

Kod w jezyku C++ znajduje si¢ w pliku dostepnym na stronie KGOF; w rzeczywistosci kod
ten nieco odbiega od przedstawionego w powyzszym pseudokodzie — np. powtarzane instrukcje
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zgrupowano w funkcje krok, a zapis czasu i potozenia odbywa sie co czas dtzapis, ktory mo-
ze by¢ wiekszy od czasu dt. Do zrobienia wykresu zapisanych wartosci wykorzystano arkusz
kalkulacyjny.

Dla kazdej z wartosci wspétezynnika f tarcia wyznaczono ruch dla dt = 0,001 (s) oraz dt = 0,0001
(s). Poniewaz wykresy w obu przypadkach dt (przy tej samej wartosci f) wizualnie sie nie réznity,
otrzymana chwila zatrzymania (gdy wystepowalo zatrzymanie) oraz odpowiadajace jej a byty
takie same z doktadnoscia do odpowiednio 0,01 (s) oraz 0,01 (rad), uznano, ze metoda jest
poprawna i wystarczajaco doktadna.

Osobnym zagadnieniem byto wyznaczenie warto$ci wspotezynnika tarcia f, przy ktorej klocek
bez przekraczania srodka rynny, zatrzymuje si¢ na tym srodku.

Po rozwazeniu przypadkéw wartosci wspolezynnika tarcia a) 0; b) 0,02; ¢) 0,1; d) 0,5, uznano
ze ta poszukiwana wartos$¢ jest zblizona do 0,5. Zamiast stosowaé¢ bardziej wyrafinowane me-
tody sprawdzono wykres i miejsce zatrzymania dla wartosci f réwnej 0,7; 0,6; 0,61. Poniewaz

przypadkach 0,6 oraz 0,61 klocek zatrzymywat sie¢ w poblizu srodka rynny, po przeciwnych jego
stronach, przyjeto, ze wartos¢ f odpowiadajaca zatrzymaniu klocka na srodku to 0,605 4 0,005.

4. Wyniki i wykresy

a) f = 0; brak zatrzymania

alfa(t)

*1 | A

0,5

0 T T T T 1 w—2lfa(t)
2 4 6 8 10 12

-0,5

[ et
<<
-
[ - ~cemuiy
-
| et
<<

9 |
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b) f = 0,02; zatrzymanie dla ¢t = 8,9 (s), « = 0,01

alfa(t)

15

0,5 A A

| Ty
m LRSS

_1 vy

-1,5

c¢) f =0,1; zatrzymanie dla ¢t = 1,65 (s), a = 0,09

alfa(t)

15

0,5 ,‘\
o {

2 4 6 8 10 12
w—2fa(t)

-0,5

-1,5
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d) f = 0,5; zatrzymanie dla ¢t = 0,33 (s), « = 0,15

alfa(t)

0,4

0,2

-0,2

-0,4

-0,6

w— afa(t)

-0,8

-1,2

-1,4

-1,6

-1,8

Zatrzymanie w $rodku (bez przekraczania tego $rodka) nastepuje dla f = 0,605 (zatrzymanie
dla t = 8,9 (s), a = —0,02; sprawdzono, ze przy f = 0,61 zatrzymanie nastepuje dla a < 0, a
przy f = 0,60 — dla a > 0). Wykres (w zakresie do 0,5 s) w tym przypadku jest nastepujacy

alfa(t)

0,1 0,2 / 04 0,5 0,6
-0,2 /
04
-0,6 /
-0,8
/ —|fa(t)

L/
_

-1,6

-1,8

Punktacja zadania T4.

Sita powodujaca ruch klocka (wzér (25) lub réwnowaziy) ........... ..., 1 pkt.
Sita reakcji rynny (wzér (26) lub rOWHOWAZIY) . ...ovnitni i 1 pkt.
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Sita tarcia (wzér (27) lub réwnowazny) wraz z opisem, co sie moze dziaé, gdy klocek

SI€ ZALTZYTIIA ettt e 1 pkt.
Algorytm pozwalajacy wyznaczy¢ ruch klocka (np réwnania (33)-(37) ) ............. 2 pkt.
Uwzglednienie przypadku zatrzymania sie klocka (np. instrukcja (38) ............... 1 pkt.

Opis implementacji algorytmu (wystarcza ogélna informacja) oraz sposobu sprawdze-
nia poprawnosci rezultatéw (np. powtérzenie wyznaczania toru ze zmniejszonym kro-
kiem czasowym i sprawdzenie wizualnej identycznosci wykreséw oraz potozenia zatrzy-
mania klocka w granicach przyjetej dokladnosci) ............ ... . L 1 pkt.
Wykresy dla przypadkéw a), b), ¢) d) wraz z podaniem chwili zatrzymania w przy-
padkach b), ¢) d) zgodne z oficjalnym rozwiazaniem (oczekiwana doktadnos¢ ¢: + 0,3,
chyba, ze podano jawnie wielko$¢ niepewnosci (nie wieksza jednak niz +1 (s)) wtedy
uwzgledniamy te niepewnosSé przy porownaniu), ..................eeeeeeneninenan... 2 pkt
(0,5 za kazdy przypadek, zaokraglone w gore).
Szukane f odpowiadajace zatrzymaniu (f = 0,605+ 0,06) ..., 1 pkt.

Rozwigzanie zadania D1

Czesé teoretyczna

Modut Kirchoffa drutu mozna wyznaczy¢ przy pomo-

cy uktadu doswiadczalnego przedstawionego na rysun- -
ku 1. Drut przymocowano jednym koncem do statywu, a statyw

do drugiego, swobodnie wiszacego konca przyklejono ka-

watkiem tasmy klejacej kilka patyczkéw makaronu, kaz-

dy o dtugosci [. Patyczki makaronu sg zamocowane za

ich srodek w taki sposob, ze wiszac swobodnie skierowa- drut

ne sa poziomo (zob. Rys. 1), a dlugos¢ napietej czesci miedziany | | L
drutu pomiedzy patyczkami a statywem wynosi L.

Zgodnie ze wskazowka dang w tresci zadania, geome- /V

tryczny moment bezwladnosci drutu wynosi

makaron )
7= gr(p) = g (40 i -

!

Rysunek 1: Schemat uktadu pomiaro-
wego.

gdzie d jest érednica drutu. Moment sity niezbedny do
skrecenia wzgledem siebie nici o kat o wokot jej osi wy-
nosi wtedy

JG = Hmd'G 1 d'G

P=op=amp—=ag 71

(41)

Obrocenie patyczkéw makaronu wokot osi drutu spowoduje powstanie niezrownowazonego mo-
mentu sity powodujacego powrdt patyczkow w kierunku potozenia rownowagi. Aby wyznaczy¢
przyspieszenie katowe takiego uktadu, a pdzniej okres jego drgan, nalezy najpierw wyznaczy¢
moment bezwladnosci patyczkow wokot osi obrotu. Moment bezwtadnosci uktadu n patyczkow,

kazdy o masie mg wynosi,
1
I= Enmolz. (42)
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zatem przyspieszenie katowe uktadu mozna opisa¢ rownaniem

oo T _emtt | md'G 13)
1 1—12nmol2 8nmol?L
Przez analogie do réwnania ruchu oscylatora harmonicznego w ruchu liniowym:
a+w’r =0 (44)
mozemy je skonstruowaé dla ruchu obrotowego:
e+ w?a = 0. (45)
Réwnanie (43) mozna zatem przeksztalci¢ do postaci rownania oscylatora harmonicznego:
4
ma 0, (46)

gdzie czestos¢é kotowa drgan wynosi:

3rd*G
Y Bl i 4
“ 8nmgl?L (47)

Czas pomiedzy kolejnymi maksymalnymi wychyleniami patyczkow wyniesie potowe okresu drgan

1 1 27 = [8m2nmgl?L
t — fT —_ — . — = — = _— 4
1279 2 w o ow 3rd*G (48)

Otrzymane rownanie ma posta¢ rownania prostej

t1/2 - A . \/ﬁ, (49)

gdzie wspotczynnik kierunkowy A wynosi

8m2myl2L
Azwi?md‘l(} ) (50)

Po dopasowaniu prostej i wyznaczeniu wspoétczynnika A mozna wyznaczy¢é warto$¢ modutu

Kirchhoffa: )
a_ 8mmyl L‘ (51)
3d*A?
Réwnanie (49) mozna réwniez zapisa¢ w postaci t12> = A’ - n. Réwnanie to réwniez bedzie
réwnaniem prostej. Powodem wyboru formy réwnania (49) byto tatwiejsze nanoszenie na wykres
niepewnosci pomiaru na osi pionowej (rysunek 2).

Czes$é doswiadczalna

Zestawiono uktad doswiadczalny przedstawiony na rysunku 1. Zmierzono linijka dtugosci pa-
tyczkéw [ oraz napietej czesci drutu L uzyskujac [ = (251 £ 1) mm oraz L = (235 + 2) mm. Na
wadze o doktadnosci 1g potozono 100 patyczkéw makaronu i zmierzono ich mase réwna 81 g.
Na tej podstawie wyznaczono mase pojedynczego patyczka: mg = (0,81 + 0,01) g. Przyjeto, ze
srednica drutu d = 0,1 mm znana jest dokltadnie.
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Rysunek 2: Wyniki pomiaréw.

Pomiar czasu t;/, polowy pelnego drgania uktadu przeprowadzano poprzez wychylenie patyczka
o okoto pét obrotu z potozenia réwnowagi, a nastepnie mierzeniu kilku kolejnych odcinkéw
czasu pomiedzy chwilami maksymalnego wychylenia. Pomiary powtérzono dla kilku réznych
liczb zawieszonych patyczkow n z zakresu pomiedzy 1 a 5. Zebrane wyniki przedstawiono na
rysunku 2. Niepewnos¢ pomiaru czasu t;/, oszacowano na 0,5s.

Do zebranych danych pomiarowych dopasowano prosta najlepszego dopasowania oraz proste o
skrajnych nachyleniach odpowiadajace punktom pomiarowym i wyznaczono wspotczynnik kie-
runkowy A :

A=(43£0,6)s, (52)

Korzystajac z rownania (51) mozna obliczono modut Kirchhoffa:

87Tm()l2L

G ==

= (50 £ 8) GPa, (53)
Niepewnos¢ wyniku koncowego obliczono jako potowe réznicy miedzy wartoscig modutu Kirch-
hoffa obliczonego dla prostej o najwiekszym nachyleniu, dla wielkosci L, [, oraz my pomniejszo-
nych o ich niepewnosci oraz dla prostej o najmniejszym nachyleniu, dla wielkosci L, [ oraz my
powiekszonych o ich niepewnosci. Gtéwnym czynnikiem wptywajacym na niepewno$¢ wyniku
koncowego byta niepewnosé wspotezynnika kierunkowego narysowanej prostej, wynikajaca z nie-
dokladnosci pomiaru czasu t; /5. W rozwigzaniu zaniedbano wptyw thumienia na czestos¢ drgan.

Komentarz: Otrzymana warto$¢ modutu Kirchhoffa miedzi jest zgodna z wartoscig tablico-
wa wynoszaca 45 GPa.

Punktacja zadania D1.
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Pomyst na metode pomiaru wykorzystujaca drgania skretne (wzér (47) lub réwnowaz-

TLY ) ettt e e e e e 5 pkt.
Pomyst na wyznaczenie modutu Kirchhoffa (wzér (51) lub réwnowazny) ............ 2 pkt.
Opis uktadu do$wiadczalnego i procedury pomiarowej ............ ... .. 3 pkt.
Wykonanie pomiaréw okresu drgan dla co najmniej czterech réznych liczb patyczkéw 4 pkt.
Wyznaczenie modutu Kirchhoffa materiatu, z ktérego wykonany jest drut ........... 4 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanych wynikow ............ ... ... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D2

Czes¢ teoretyczna

Rozwiazanie wykorzystuje pomiar sktadowej pionowe]j przyspieszenia telefonu przymocowanego
tasma klejaca do tutowia. Skok wykonywano w taki sposéb, aby telefon pozostawal ustawiony
w przyblizeniu pionowo przez caly czas trwania skoku. W takim przypadku, sktadowa przyspie-
szenia wzdtuz telefonu jest rowna sktadowej pionowej przyspieszenia cztowieka. Oznaczmy przez
ai, as, as, ..., a, sktadows pionowa przyspieszenia telefonu oraz, tym samym, cztowieka wzgledem
powierzchni ziemi w kolejnych chwilach czasu tq, t9,t3, ..., t,,, gdzie liczba w indeksie dolnym jest
numerem probki danych zebranej przez akcelerometr. Aby obliczy¢ sktadowa pionowa predkosci
w chwili ¢, zatézmy, ze przez czas At = t;.1 — t; ruch odbywat sie ze Srednim przyspieszeniem
ag = (a1 + a;)/2, czyli z przyspieszeniem réwnym $redniej arytmetycznej przyspieszenia po-
czatkowego i koncowego. Przy takim zatozeniu, znajac predkos¢ w chwili poczatkowej v; mozemy
obliczy¢ predkosé w chwili koncowej v 1:

Vip1 = U; + ag - At, (54)
a zatem
Vi+1 = Vs + (ai + CLZ'+1)/2 : (ti+1 - tz> (55)
Moc mechaniczng mieéni nég w chwili ¢; podczas skoku wyrazamy jako iloczyn chwilowej pred-
kosci ciata v; oraz sity F; dziatajacej na ciato:

Sita F; niezbedna do zrownowazenia sity grawitacji oraz do nadania masie m przyspieszenia a;
wynosi
F; = mg + ma,. (57)

Moc chwilowa miesni wynosi zatem:
P, =vm(g+ a;) (58)

Masa m, na ktora dziata sita mieéni nég nie jest réwna catkowitej masie cztowieka. Stopy oraz
czes¢ nOg maja mniejsze przyspieszenie i predko$é niz reszta ciala oraz mniej oddziatuja na
miesnie nég swoim ciezarem.

Aby oszacowa¢ W tym rozwigzaniu przyjmujemy przyblizony opis, w ktérym cze$¢ noég ponizej
kolana nie porusza si¢, natomiast pozostata czes¢ ndg porusza si¢ z takim przyspieszeniem jak
reszta ciata cztowieka. Mase noég ponizej kolan przyblizamy przez walec o dtugosci | rownej
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odlegtosci pomiedzy spodem stopy a kolanem, a obwdd walca s przyblizamy przez obwdd tydki
w potowie jej wysokosci. W takim modelu objetos¢ nieruchomej czesci nogi wynosi:

5\ 2
V= lr () , (59)
2
zatem masa nieruchomych czedci obu noég wyniesie:
Is%p
=2pV = — 60
Mo P 27 ) ( )

gdzie p jest srednia gestoscia ciata ludzkiego. Masa m na ktérg oddziatuja migsnie nég jest rowna
catkowitej masie cztowieka m,. pomniejszonej o mase jego w przyblizeniu nieruchomej czesci:

s%p
21’

(61)

m=me,— My =M, —

Obliczajac predkosci v;, mase m, a nastepnie zgodnie ze wzorem (58) moc chwilowa P; mozna
odczytaé¢ wartos¢ maksymalng mocy mechanicznej miesni podczas skoku pionowego.

Czes$¢ doswiadczalna

Zmierzono dtugosé | = 0,49 m oraz obwod s = 0,36 m. Przyjmujac Srednig gestos¢ ciata réwna
gestodci wody p = 1000kg/m?® obliczono na podstawie wzoru (60) mase nieruchomej czesci
nog my = (10 £ 5) kg. Gléwnym Zrédlem niepewnosci jest niedoskonato$é modelu opisu masy
nieruchomych czesci ciala. Niepewno$é te oszacowano na 50%. Nastepnie zmierzono mase ciala
waga tazienkowg otrzymujac wartos¢ m. = 74 kg. Masa, na ktéra oddziahujg migsnie n6g wynosi
zatem m = (64 + 5) kg. Niepewnosé¢ wzgledna wyznaczenia masy m wynosi 8%.

Telefon przymocowano tasmg klejaca do brzucha w orientacji pionowej. Wybrano ten sposéb
przymocowania, aby przyspieszenie telefonu jak najlepiej odpowiadato przyspieszeniu ciata. Wta-
czono pomiar przyspieszenia telefonu wzgledem powierzchni ziemi. Kucnieto, a nastepnie odcze-
kano chwile nieruchomo. Skok wykonano w taki sposéb, aby tutéw (a zarazem telefon) pozostaty
w pozycji pionowej. Do analizy wybrano zestaw danych rozpoczynajacy sie chwile przed skokiem
(widocznym jako pojawienie si¢ przyspieszenia pionowego). Zatozono, ze predkos¢ poczatkowa
przed skokiem (vy) jest réwna zero. Korzystajac ze wzoru (55), przy uzyciu arkusza kalkula-
cyjnego obliczono warto$ci predkosci v; w kolejnych chwilach czasu t;. Nastepnie, korzystajac
ze wzoru (58) obliczono wartosci mocy P;. Pomiar przeprowadzono trzykrotnie. Wyniki sktado-
wej pionowe] przyspieszenia, sktadowej pionowej predkosci oraz wartosci mocy chwilowej miesni
przedstawiono na rysunku 3. Z wykresu odczytano graficznie maksymalng chwilowa moc migsni.
Podczas skoku wystepowaly wahania przyspieszenia, a zatem tez wahania obliczonej mocy chwi-
lowej. Szybkozmienne oscylacje uznano za artefakt pomiarowy, zatem odczytana warto$¢ mocy
chwilowej jest mniejsza niz moc chwilowa obliczona w niektérych odcinkach czasu. Odczytana
wartos¢ mocy chwilowej wynosi

Prax’ = (2,34 0,2) kKW. (62)

Powyzsza, odczytana z wykresu wartos¢ nie uwzglednia jednak niepewnosci wyznaczenia masy
m. Niepewno$é¢ wzgledna wyznaczenia masy m wynosi 8%. Poniewaz obliczona warto$¢ mo-
cy chwilowej jest wprost proporcjonalna do przyjetej wartosci masy m, wystepuje dodatkowy
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Rysunek 3: Sktadowa pionowa przyspieszenia, predkosci oraz wartos¢ obliczonej mocy migsni
uzyskane podczas trzech skokéw. Ciggla pozioma linig zaznaczono odczytang warto$¢ maksy-
malnej chwilowej mocy miesni podczas skoku. Liniami przerywanymi zaznaczono niepewnosc
odczytu.

wklad do niepewnosci wyznaczenia mocy chwilowej wynoszacy 8% jej wartosci, czyli 0,2 kW.
Maksymalna moc chwilowa sity miesni nég podczas skoku wynosi zatem

Prax = (2,3 + 0,4) kW. (63)

Punktacja zadania D2.

Pomyst na wyznaczenie sktadowej pionowej predkosci (wzér (55) lub réwnowazny) .. 3 pkt.
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Oszacowanie cze$ci masy cztowieka, na ktéra nie odzialuja miesnie podczas skoku (wzor
(60) lub réwnowazny), lub uwzglednienie wptywu jej zaniedbania w oszacowaniu nie-

PEWNOSCT WYKL . ... 2 pkt.
Pomyst na wyznaczenie mocy mechanicznej sity miesni (wzér (58) lub réwnowazny) .4 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru ..................c.ooiiiieina... 2 pkt.
Zebranie pomiaréw sktadowej pionowej przyspieszenia podczas skoku ............... 2 pkt.
Powtorzenie pomiarow co najmniej trzykrotnie ........... ... .. 1 pkt.
Obliczenie wartosci chwilowych mocy mechanicznych mieéni podczas skoku ......... 2 pkt.
Wyznaczenie maksymalnej mocy mechanicznej sity miesni podczas skoku ........... 2 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanego wyniku .......... ... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D3

Czes¢ teoretyczna

Pomyst rozwiazania zadania polega na tworzeniu z dostepnych opornikéw o oporach Ry = 102
obwodéw o réznych oporach zastepczych R, a nastepnie na pomiarze napiecia baterii po podta-
czeniu do niej utworzonych obwodow. Na rysunku 4 przedstawiono schematy obwodéw o wszyst-
kich mozliwych niezerowych wartosciach oporu R,. Numerem 8 oznaczono obwdd otwarty (o
nieskonczonym oporze).

T 2 3 4 5 6

I
T

T

[k

Rysunek 4: Obwody ztozone z co najwyzej trzech identycznych opornikow, o wszystkich mozli-
wych niezerowych oporach zastepczych.

Wartosci oporéw zastepczych uktadéw oznaczonych numerami 1-7 mozna obliczy¢ korzystajac z
wzoréw na opoOr zastepczy opornikéw potaczonych szeregowo:

R=Rps+Rg+Rc+...; (64)
oraz roOwnolegle:

1
R:L+L+L+ ’
Ra Rp Ro

Wartosci oporéow zastepczych uktadow oznaczonych numerami 1-7 wynosza zatem:

1 1 1
— — "Ry =3-Q; (66)
%+%+% 3 3

(65)

R =
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1 1
Ro= ——— = -Ry=5%9; (67)
Bt R 2
1 2 2
Rg = 3 i = *Ro :6*9; (68)
R T Rt O 3
Ry=Ry =109 ; (69)
1 3
R5:R0+ﬁ:*R0:15Q; (70)
R TR 2
R62R0+R0:2RQ:2OQ; (71)
R7:R0+R0+R0:3R0:3OQ; (72)

Zgodnie ze wzrorem podanym w tresci zadania, gdy przez bateri¢ o oporze wewnetrznym R, i
sile elektromotorycznej £ ptynie prad o natezeniu I, wtedy napiecie na niej wynosi:

U=E—1-R,. (73)

Natezenie pradu I ptynacego przez baterie jest rowne natezeniu pradu pltynacego przez obwod
zbudowany z opornikéw i mozna obliczy¢ je korzystajac z prawa Ohma:

I =U/R. (74)
Roéwnanie (73) ma postaé réwnania prostej, w ktorym wspotezynnik kierunkowy A ma postaé:
A=—R,, (75)

natomiast wyraz wolny jest réwny &.

Parametry te mozna wyznaczy¢ do$wiadczalnie poprzez dopasowanie prostej do wykresu napiecia
U w zalezno$ci od natezenia pradu 1.

Czes$é doswiadczalna

Zestawiono uktady doswiadczalne ztozone z baterii oraz podtaczonych do niej réznych obwodow
przedstawionych na rysunku 4. Uktad zestawiano na jak najkrétszy czas umozliwiajacy pomiar
napiecia U woltomierzem, a nastepnie szybko go roztaczano aby unikna¢ nadmiernego roztado-
wania lub nagrzania baterii. Natezenie pradu I ptynacego przez obwodd obliczano na podstawie
wzoréw (66-72), a w przypadku obwodu numer 8 przyjeto I = 0. Zebrane wyniki przedstawiono
na rysunku 5.

Niepewnos$é pomiaru uzytego woltomierza wynosita 0,5% + 2 cyfry, co przy pomiarach wartosci
okoto 1,5V przektada sie na niepewno$é wzgledng pomiaru okoto 0,65%. Uzyte oporniki charak-
teryzowaly sie klasg doktadnosci 5%. Poniewaz natezenie pradu I jest obliczane na podstawie
wartosci zaréwno oporu uktadu opornikéw jak i wartosci napiecia U, za niepewnos¢ wzgledna
wyznaczenia warto$ci natezenia pradu I przyjeto sume sktadowych niepewnosci wzglednych,
czyli 5,65%.

Dane doswiadczalne wykazuja liniows zalezno$é¢ dla zmierzonych pradow I o natezeniach w za-
kresie od 50mA do 440mA. W zwiazku z tym dopasowanie prostej opisanej réwnaniem (73)
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1,62 - 4
{ U=e-I"R, :

1,60 - &= (1,566 + 0,013) V ]
N R, = (240 + 50) mQ

1,56-
S 154
1,52-
1,50-
1,48-
1,46—

1,44 ] . ] L ] ) ] ) ] L ]
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Rysunek 5: Wyniki pomiarow.

przeprowadzono do punktéw z tego zakresu. Do otrzymanej zaleznosci dopasowano prosta najle-
piej pasujaca do punktow pomiarowych oraz wykreslono proste o skrajnych nachyleniach zgodne
z punktami pomiarowymi. Otrzymana wartos¢ sity elektromotorycznej baterii wyniosta

£ = (1,566 + 0,013) V, (76)

natomiast jej opor wewnetrzny
R, = (240 £ 50) mS2. (77)
Niepewnosci wynikow koncowych obliczono jako potowe réznicy miedzy wartosciami pojemnosci

obliczonymi dla prostej o najwiekszym nachyleniu oraz dla prostej o najmniejszym nachyleniu.

Komentarz: Dla zbadanej baterii model statego oporu wewnetrznego i statej sity elektromoto-
rycznej ogniwa nie jest w stanie opisa¢ charakterystyki pradowo-napieciowej dla bardzo matych
gestosci pradu.

Punktacja zadania D3.

Pomyst na metode pomiaru (wzory (73) oraz (74) lub réwnowazne) ................. 4 pkt.
Wyznaczenie oporéw zastepczych co najmniej pieciu réznych obwodéw (rysunek 4) . 4 pkt.
Zbadanie wszystkich oSmiu obwoddw ....... ... .. 2 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru ..................coviiiiiina... 2 pkt.
Pomiar pradu oraz napiecia baterii dla réznych konfiguracji opornikéw .............. 2 pkt.
Okreslenie zakresu pradéow, dla ktorego zaleznosé liniowa jest spelniona, jesli nie jest

ona spetniona dla wszystkich punktow pomiarowych .......... ... ... ... ... . ..., 2 pkt.
Wyznaczenie oporu wewnetrznego oraz sity elektromotorycznej baterii .............. 2 pkt.
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Ocena niepewnosci otrzymanych wynikow ....... ... ... ... 2 pkt.

Strona 25 z 25



