ALGEBRA LINIOWA Z ELEMENTAMI GEOMETRII
ANALITYCZNEJ

WSHE, O/K-CE

10. HOMOMORFIZMY

Definicja 1. Niech V, W beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad
ustalonym ciatem K, odwzorowanie ¢ : V' — W nazywamy homomor-
fizmem lub przeksztatceniem lintowym jezeli spelnione sa nastepujace
warunki:

o dla wszelkich u,v € V' zachodzi ¢(u + v) = p(u) + ¢(v);

e dla kazdego wektora v € V oraz kazdego skalara a € K zachodzi

p(av) = ap(v).
Nazewnictwo. Stosujemy nastepujace okreslenia:
homomorfizm: przeksztalcenie liniowe;
monomorfizm: réznowartosciowe przeksztatcenie liniowe;
epimorfizm: przeksztalcenie liniowe na przestrzen W:;
izomorfizm: monomorfizm bedacy jednoczesnie epimorfizmem;

endomorfizm: V = W;
automorfizm: endomorfizm bedacy izomorfizmem.

Uwaga 2. Homomorfizmy majg nastepujgce witasnosci:

o dla wszelkich vy, ... v, € V orazay,...,a, € K zachodzi p(av1+
e antn) = ap(vn) + - anp(vn);

* p(0)=06;

o dla kazdego v € V' zachodzi o(—v) = —p(v);

o jezeli uklad vy, ..., v, jest liniowo zalezny, to uklad p(v1),. .., o(v,)

tez jest lintowo zalezny.

Przyktad 3. Nastepujace odwzorowania sg homomorfizmami

e (homomorfizm zerowy) ¢ : V. — W zadany ¢(v) = © dla kaz-
dego v € V/;

e (homotetia) ustalmy a € K, zadajemy ¢ : V — V jako ¢(v) :=
av;

e (rzutowanie) niech V' =V} @ Vs, zadajemy m; : V. — V; jako
mi(v) = v, gdzie i € {1,2} oraz v = vy + vy, V1 € Vi, 09 € Vi;
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o IV = przestrzen funkcji rézniczkowalnych, W = przestrzen funk-
cji rzeczywistych o(f) = f/;
e mamy ustalong macierz

aiy o Qin
A=
am1 - Amn
zadajemy ¢ : K* — K™ jako
V11 a1 v + -+ a1,
ol )= :

Uni Am1U1 + -+ AmnUn

Uwaga 4. Jezeli p : V. — W jest homomorfizmem oraz V' C V,W' C
W sq podprzestrzeniami przestrzeni V- oraz W' odpowiednio, to o(V') C
W, o Y (W') C V sq podprzestrzeniami W oraz V.

Definicja 5. Dla dowolnego homomorfizmu ¢ : V' — W podprzestrzen
e HO) = {v € V: p(v) = O} nazywamy jgdrem odwzorowania ¢ i
oznaczamy ker (.

Definicja 6. Dla dowolnego homomorfizmu ¢ : V' — W podprzestrzen
(V) ={w e W: Ayey w = ¢(v)} nazywamy obrazem odwzorowania
1 oznaczamy im .

Stwierdzenie 7. Jezeli ¢ : V. — W jest homomorfizmem oraz u,v €
V, to
o(u) = p(v) <= u—uv € kerg.

Twierdzenie 8. Homomorfizm @ : V. — W jest monomorfizmem wte-
dy i tylko wtedy, gdy ker o = {©}. Homomorfizm ¢ : V. — W jest
eptmorfizmem wtedy 1 tylko wtedy, gdy im o = W.

Twierdzenie 9. Niech ¢ : V. — W bedzie homomorfizmem. Jezeli
dim V' < oo, to takie dimker ¢ < 0o oraz dimim ¢ < oo. Ponadto

dim V' = dim ker ¢ + dim im ¢.

Twierdzenie 10. (o okreslaniu homomorfizméw) Niech V,W bedg
przestrzeniami liniowymi nad ciatem K oraz niech (vy,...,v,) bedzie
bazq przestrzeni V. Niech dalej (w1, ..., w,) bedzie dowolnym ukladem
wektorow w przetrzeni W. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomor-
fizm @ : V. — W taki, Ze p(v;) = w;. Ponadto:

e dla dowolnego wektora v = ayvy + -+ + ayv, € V zachodzi

0(v) = qqwy + - - + awy;
e  jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (wy, . .., w,)

jest lintowo niezalezny;
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e o jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy W = lin(wy, ..., w,);
e o jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ukiad (w, . .., w,)
jest bazg W.

Definicja 11. Przestrzenie liniowe V, W okreslone nad tym samym
cialem K nazywamy izomorficznymi jezeli istnieje izomorfizm ¢ : V —
W, oznaczamy V = .

Uwaga 12. Dwie przestrzenie skonczeniewymiarowe Sg izomorficzne
wtedy 1 tylko wtedy gdy majg réwne wymiary.

Stwierdzenie 13. Jezeli dimV = dimW < oo oraz ¢ : V. — W jest
homomorfizmem, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

e ¢ jest monomorfizmem;
e © jest epimorfizmem;
e © jest izomorfizmem.

11. PRZESTRZENIE ILORAZOWE

Definicja 14. Niech U C V bedzie podprzestrzenia przestrzeni linio-
wej V' oraz niech v € V. Zbiér v + U := {v + u: u € U} nazywamy
warstwg przestrzeni liniowej V' wzgledem podprzestrzeni U wyznaczo-
ng przez wektor v.

Uwaga 15. Warstwy v+ U,w + U sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
v—weUl.

Uwaga 16. Zbior wszystkich warstw przestrzeni V- wzgledem zadanej
podprzestrzeni U z dziataniami:

(w+U)+(w+U):=@w+w)+U oraz a(lv+U):=(av)+U
(gdzie u,w € V oraz a € K) jest przestrzeniq liniowg.

Definicja 17. Okreslona powyzej przestrzen nazywamy przestrzeniq
ilorazowq przestrzeni V' wzgledem podprzestrzeni U i oznaczamy V/U.

Uwaga 18. Jezeli dimV < oo, to dimV/U = dimV — dim U.

Uwaga 19. Odwzorowanie k : V. — V/U zadane nastepujgco: dla

kazdego v € V' przymujemy k(v) := v + U jest epimorfizmem.
Odwzorowanie o ktorym mowa powyzej nazywamy epimorfizmem

kanonicznym.

Twierdzenie 20. Jezeli ¢ : V. — W jest epimorfizmem, to W =
V/ker . Ponadto izomorfizm i : V/kero — W mozna skonstruowaé
tak, aby ¥(k(v)) = p(v) dla kazdego v € V.
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utU

warstwy

podprzestrzen

RYSUNEK 1. Warstwy

Obserwacja 21. Zbiér rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan linio-
wych, jest podprzestrzenig przestrzeni K".

Obserwacja 22. Zbiér Sol(U) rozwiazan uktadu réwnan liniowych

1121 + a1 + - - - + a1,x, = by

) :
Am1T1 + ApaX2 + -+ - + ATy = bm

jest wartstwa v+Sol(U) przestrzeni K" wzgledem podprzestrzeni Sol(iA)
rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych U powstatego z U
poprzez zastapienie kolumny wyrazoéw wolnych zerami. Warstwa ta jest

wyznaczonha przez wektor v bedacy dowolnym rozwigzaniem uktadu
(niejednorodnego) U.

Przyktad 23. Prosta L jest warstwg w przestrzeni R? wzgledem prostej

(podprzestrzeni) L, gdzie L||L oraz L przechodzi przez $rodek uktadu
wspotrzednych.



12. ALGEBRA MACIERZY

Definicja 24. Sumag macierzy A = (aij)1<i<n, 1<j<m € Mnm(K) oraz
B = (bij)icicni<ij<cm € My m(K) nazywamy macierz C' = (a;; +
bij)lgign,léjém € Mn,m(K) Oznaczamy C:=A+ B.

Uwaga 25. Dodawanie macierzy ma nastepujgce wiasnosci:

e A+ B= B+ A dla kazdych A, B;

e a-(A+B)=(a-A)+(a-B), dla dowolnego skalara a € K oraz
macierzy A, B;

e A+ (B+C)=(A+ B)+C dla dowolnych A, B,C;

o A+ (0)icicn1gjem = 4

o A+ (—aij)icicn1<i<m = (0)1<in, 1<i<m-

Definicja 26. Iloczynem macierzy A = (aj)1<i<n, 1<j<m € M m(K)
oraz B = (bij>1§i§m,1§j§l € Mm,l nazywamniy macierz C' = (Cij>1§i§n71§j§l €
M, (K). Gdzie ¢;j := Y31 ajxby;. Oznaczamy C := A - B.

Przyktad 27. Nad ciatem Fr:

1 2 1 1 1

31 2 21 =14

2 25 3 0

Przyktad 28. Nad ciatem R:

1 2 0 -3 2 ; % é -19 16 13
023 1 1 16 1] = 24 31 14
23 2 1 0 3 2 9 124 21 6
51 0 0 9 099 7 92 86

Uwaga 29. MnozZenie macierzy nie jest przemienne!

Przyktad 30. Nad ciatem [Fy:

1 21 2 3 4 3 41 5 1 0 2 3 4 1 21
31 2|3 4 1|=166 3[#]|3 5 2|=(34 1|3 1 2
2 25 2 0 2 6 0 6 6 1 5 2 0 2 2 25

Uwaga 31. WiasnoSci mnozenia macierzy:
e A-(B-C)=A-(B-C);
e A-(B+C)=A-B+A-C;
e (A+B)-C=A-C+B-C;
ea- (A-B)=(a-A)-B=A-(a-B) dlaack;
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Oznaczmy:

100 ... 0
Lo=r=1,=" 10 Uen &
000 ... 1

Uwaga 32. Dla dowolnej macierzy A € M, ,,(K) zachodzi I, - A= A
oraz A- I, = A.

Definicja 33. Niech A = (a;;) € M, (K) bedzie dowolng macie-
rza. Macierza transponowana A’ nazywamy macierz AT = (aj;) €

M, »(K).
Uwaga 34. Dla dowolnych macierzy A, B zachodzi (A-B)T = BT . AT.
Niech U bedzie uktadem réwnan liniowych

1121 + a1 + - - - + a1,x, = by

)
A1 1 + AT + + + ATy, = bpy
oznaczmy
aiy; aig ... QA1p bl T
A= - B:=]: X =
Am1 Am2 .. Qmp bm Tn

Wowczas uktad U mozemy zapisa¢ w postaci A- X = B.

Twierdzenie 35. Niech A € M, ,,(K) bedzie macierzq kwadratowg,
wowczas nastepujgce warunki sq réownowazne:

e istnieje macierz B € M, ,,(K) taka, 2e A- B =1I;

e istnieje macierz B € M, ,,(K) taka, ze B-A=1;
o r(A)=mn;
[

det(A) # 0.

Macierz spelniajaca dowolny (a zatem wszystkie) z powyzszych wa-
runkoéw nazywamy macierza odwracalng. Zbiér wszystkich macierzy od-
wracalnych oznaczamy G L, (K). Macierz B o ktérej mowa w pierwszych
dwoch warunkach nazywamy macierzg odrotng do macierzy A i ozna-
czamy AL

Twierdzenie 36 (Cauchy). Niech A, B € M, ,(K), wowczas det(A -
B) = det(A) det(B).

Whiosek 37. Jezeli macierze A, B sq odwracalne, to macierze AT, BT,
A=Y B~' A.B, B- A tez sq odwracalne.
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Uwaga 38. Niech A € M, ,,(K) bedzie macierzq wspdtczynnikow ukta-
du rownan lintowych A - X = B. Uktad ten ma dokladnie jedno roz-
wigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz A jest odwracalna. Ponadto
rozwigzanie to dane jest wzorem X = A~ . B.

Algorytmy znajdowania macierzy odrotnej. Niech A = (a;;) €
M,, ,(K) bedzie macierza odwracalng (tj. det A # 0).

Uwaga 39. Macierz odwrotna A~' ma postaé

_ 1 _1\i+J )
= S <( 1) det(A,,) e

gdzie Aj; oznacza macierz powstalq z macierzy A poprzez skreslenie
J-tego wiersza oraz i-tej kolumny.

-1

Przyktad 40. Rozwazmy macierz
1 3 2
A=1[2 00
311

wowcezas det(A) = —2 #£ 0, czyli A jest odwracalna. Obliczamy

det(oo) —det(“) det(“)
Al — _% —det(lgl?) det(:;%l) _det&);%)
det(39)  —det(3) det(33)
L (0 -1 0 0 é 0
= -2 5 4|=|1 & -2
215 8 —6 -1 —4 3

Za pomoca przeksztalcen elementarnych. Sprowadzamy wyjscio-
wa macierz do postaci jednostkowej. Nastepnie te same przeksztatcenie
stosujemy w tej samej kolejnosci na macierzy jednostkowej. W wyniku
uzyskujemy macierz odwrotng. Dopuszczalne sg te same przeksztatce-
nia co w przypadku metody Gaussa (tj. tylko na wierszach).

Przyktad 41. Rozwazmy macierz

A=

EOCI Oy
— o w
Nl V)



Dokonujemy przeksztatcen elementarnych:

13 2 1 3 2\ —II 0 3 2\-2-III
200 -3~[100 ~ (100 ~
311 311)-3-11 \0 11
010 010 100
100 w10 o|twlo1 o
011/-1 \0 01 001

wej:

100 1 0 0\ —II 1 —3 0\ —-2-1I1
010 -2~1f012%0 ~ 10 1 0 s
001 00 1)=3-11 \0 -3 1
1 2 -2 1 20 0 5 0
0%0 W0§01w1§0
0 -2 1)-I -1 -4 3 -1 -4 3

13. MACIERZ HOMOMORFIZMU

Definicja 42. Niech V, W beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad
ciatem K niech dalej V = (vy,...,v,) bedzie baza przestrzeni V oraz
W = (wy, ..., w,) bedzie baza przestrzeni W. Macierza homomorfizmu
¢V — W w bazach V, W nazywamy macierz My w(p) := (a;;), gdzie
©(vj) = arjwy + - - - + apwy, dla kazdego j € {1,...,n}.

Uwaga 43. Przy oznaczeniach jak wyzej, jesli [xq, ..., z,]y sq@ wspot-
rzednymi wektora v € V. w bazie V, to wspétrzedne jego obrazu p(v) w
bazie W sq rowne:

Y1 Ty
= My cw(p) -
Uwaga 44. Oduwrotnie, jezeli A € M, ,(K), to odwzorowanie ) : V —
W zadane wzorem:

T1 Y1 x1

jest homomorfizmem.

Homomorfizmy i mnozenie wektorow przez macierze to jest to samo.
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Uwaga 45. Jezeli ¢ : V. — W jest homomorfizmem, to dimimy =
T(MV,W(SO))-

Stwierdzenie 46. Jezeli U, V, W sq przestrzeniami liniowymi, U, V, W
bazami tych przestrzeni orazp : U — V. ¢ : V. — W homomorfizmami,
to

My (o p) = Myw(¥) - Myy(e)

Whniosek 47. Homomorfizm ¢ : V. — W jest izomorfizmem wte-
dy i tylko wtedy, gdy jego macierz My w(p) jest odwracalna. Ponadto

Myy(e™") = Myw(p)™.
Podstawowe epimorfizmy. (Wszystkie przyktady w bazie standar-
dowej)
rzutowanie: m; : R? — R? zadane 7([z,y]) := [z,0], wowczas
M(m) = (49);
homotetia: h, : R? — R? o skali a € R zadana h,([z,y]) :=
lax, ay], woéwcezas M (h,) = (8 2);
obrét: O, : R? — R? o kat a zadany

Oa([z,y]) ==
wowezas M(O,,) := ( cos a sina);

— SN Cos

[z cosa — ysin o, xsin « + y cos af,

14. WEKTORY I WARTOSCI WEASNE

Definicja 48. Zat6zmy, ze ¢ : V' — V jest endomorfizmem przestrzeni
liniowej V' (nad ciatem K). Wektor v € V'\ {©} nazywamy wektorem
wlasnym endomorfizmu ¢ jezeli istnieje skalar a € K taki, ze p(v) = av.
Skalar a nazywamy wtedy wartoscig wiasng endomorfizmu ¢ nalezaca
do wektora wlasnego v.

Definicja 49. Niech ¢,V beda j.w., podprzestrzen U C V przestrze-
ni V nazywamy podprzestrzeniq niezmienniczg endomorfizmu ¢ jezeli

p(U) CU.

Uwaga 50. Wektor v jest wektorem wiasnym wtedy i tylko wtedy, gdy
lin(v) jest podprzestrzeniq niezmienniczq.

Uwaga 51. Jezeli U jest podprzestrzeniq niezmienniczqg endomorfizmu
o, to |y jest endomorfizmem przetrzeni U.

Przyktad 52.

e dowolna przestrzen V jest podprzestrzenia niezmiennicza kaz-

dego endomorfizmu na niej okreslonego;
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e jadro i obraz endomorfizmu sa podprzestrzeniami niezmienni-
czymi;

e niech ¢ : R? — R? bedzie zadany ¢([x,y]) := [22, 2 + y]. Wow-
czas 2 jest wartoscig wlasna nalezaca do wektora whasnego [1, 0];

e obrét o kat rézny od zera na ptaszczyznie R? nie posiada wek-
torow wtasnych.

Twierdzenie 53. Wektory wlasne odpowiadajgce réznym wartosciq
witasnym sq lintowo niezalezne.

Whniosek 54. Jezeli ay,...,a, sq¢ wszystkimi, parami roznymi warto-
sciami wtasnymi endomorfizmu ¢ 'V — V, ton < dim V.

Whniosek 55. Jezeli dimV = n oraz istnieje baza V = (vy,...,v,)
ztozona z wektorow wiasnych, to macierz ¢ w tej bazie ma postac

ay 0 ... 0

0 a ... O

Myy(p) =] ?

0 0 ... a,
gdzie ay, . .., a, € K sq (niekoniecznie rézinymi) wartosciami wlasnymi
nalezgcymi do wektorow wtasnych vy, ..., v,.

Twierdzenie 56. Kazdy endomorfizm przestrzeni lintowej okreslonej
nad ciatem liczb zespolonych C posiada warto$¢ wlasng.

Twierdzenie 57 (Jordan). Jeieli ¢ : V. — V jest endomorfizmem
przestrzeni lintowej V' nad ciatem C, to istnieje baza V przestrzeni V,
wzgledem ktorej ¢ ma macierz postaci:

My y(p) = O A gdzie A; = R
0O 0 ... A o1
0O 0 0 ... a

Algorytm znajdowania wartosci/wektoréw wtasnych.

Definicja 58. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ :
V' — V nazywamy wielomian:

Fy(x) = det(Mvvv(go) —x- ]),

gdzie V jest dowolna baza przestrzenie V.

Twierdzenie 59. Skalar a jest wartoscig wtasng endomorfizmu ¢ wte-
dy i tylko wtedy, gdy F,(a) = 0.
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Twierdzenie 60. Niech a bedzie wartoscig wlasng endomorfizmu ¢,
wektor v = [x1, ..., x,]y jest wektorem wlasnym zwigzanym z a wtedy
1 tylko wtedy, gdy

1

(MV,V(SO) —a-]) =6

Tn
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