ALGEBRA LINIOWA Z ELEMENTAMI GEOMETRII
ANALITYCZNEJ

WSHE, O/K-CE

1. CIALA

Definicja 1. Uktad {K;O0, 1;+,-} zlozony ze zbioru K, dwoch wyrdz-
nionych elementow 0,1 € K oraz dwoch dziatan 4+: K x K — K
x: K x K — K nazywamy cialem jezeli spelnione sa nastepujace wa-
runki:

e dla kazdych dwoch elementow a, b € K zachodzi a + b = b+ a;

e dla kazdego elementu a € K zachodzi a +0=0+a = q;

e dla kazdych trzech elementéw a, b, c € K zachodzi (a + b) + ¢ =
a+ (b+c¢);

e dla kazdego elementu a € K istnieje element b € K taki, ze
a+ b= b+ a = 0; okredlony tak element oznaczmy —a;

e dla kazdych dwoch elementow a, b € K zachodzi a-b=10- a;

e dla kazdego elementu a € K zachodzia-1=1-a = a;

e dla kazdych trzech elementéw a,b,c¢ € K zachodzi (a-b) - c =
a-(b-c);

e dla kazdego niezerowego elementu a € K istnieje element b € K
taki, ze a - b =0b-a = 1; okreslony tak element oznaczmy %;

e dla kazdych trzech elementéw a, b, ¢ € K zachodzi (a +b) - ¢ =
a-c+b-c
Przyktad 2. Przyktady ciat:

e cialo liczb wymiernych Q;
e cialo liczb rzeczywistych R;

Uwaga 3. Nastepujace zbiory nie sg ciatami:

e zbioér liczb naturalnych N;
e zbidr liczb catkowitych Z;

Date: 2003, semestr letni.



1.1. Ciala skonczone (proste).

Stwierdzenie 4. Jezeli p jest liczbg pierwszq, to uktad {F,;0,1; ®, O},
gdzie:

o F,={0,1,....,p—1};

eadb:=a+b (modp), a®b:=a-b (mod p)

jest ciatem.

Ciato I, nazywamy cialem skonczonym p-elementowym. W dalszych
rozwazaniach bedziemy dodawanie/mnozenie w ciatach skonczonych
oznaczaé +, -.

Uwaga 5. W ciele F,, elementem przeciwnym do elementu a jest p—a
natomiast elementem odwrotnym jest a?~*.

Przyktad 6. Przykltady obliczen w ciatach skonczonych:

e wl:242=1,2-2=1;
ewl;:242=4=-1,2-3=1,2+3=0;
[} WIF127I (87+36)2/74:62

1.2. Algorytm potegowania w ciatach skonczonych. Zatézmy, iz
mamy wykona¢ potegowanie a™ w ciele F,,. Sposéb postepowania:

(1) zapisujemy wyktadnik w systemie dwéjkowym;

(2) podstawiamy w :=1, k:= 1, u := a;

(3) jezeli k-ta cyfra dwéjkowa jest jedynka, to mnozymy w := w-u
(w ciele F,);

(4) zwigkszamy k =k + 1;

(5) podnosimy u do kwadratu u := u? (w ciele F,);

(6) jesli pozostaly nam cyfry dwojkowe, to wracamy do kroku 3

(7) w zawiera wynik w = a™ w F,,.

Przyktad 7. Chcemy obliczy¢ 3%? w ciele F;: wyznaczmy 39 = (100111)s,,

zatem

w u
1 3

1 3 9=2 (mod 7)

1 6 4

1124=3 (mod 7) | 16 =2 (mod 7)

0 3 4

0 3 2

1 6 4

W wyniku otrzymujemy 3%° = 6 w F;.
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1.3. Ciato liczb zespolonych.

Stwierdzenie 8. Uklad {R x R; (0,0), (1,0);®, ®}, gdzie:
e (a,0)® (r,y) = (a+z,b+y);
o (CL, b) © (ZE, y) = (GZL‘ - bya ay + b[E)

jest ciatem.

Okreslone powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i ozna-
czamy C. Element (0, 1) oznaczmy litera ,i”. Mozemy wtedy stosowaé
uproszczony zapis a + bi := (a,b). W dalszych rozwazaniach bedziemy
dodawanie/mnozenie w ciele C oznaczaé +, -.

Uwaga 9. i2=(0,1)-(0,1) = (0— 1,0+ 0) = (—1,0) = —1.
Obserwacja 10.
o (a+bi)+ (z+yi)=(a+z)+ (b+y)i;

o (a+bi)(z+yi) = ax+ ayi + bxi+ byi® = (ax — by) + (ay + bx)i.
e Liczba odwrotna do a + bi:

1 a—h a—bh ( a )+( —b )
= — — — 7
a+bi  (a+bi)(a—bi) a®+ b a? 4 b? a? 4 b?
Definicja 11. Jedli z := a + bi € C, to liczbe a — bi nazywamy liczbg

sprzezong 7 Z i oznaczamy z.

Uwaga 12. Wilasnosci:

|

:Z}'
w=7Z+w,
W =7Z-W,

e o o
ISIRNY
_l’_



1.4. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych. Liczbe a-+bi
interpertujemy jako punkt na plaszczyznie R? o wspétrzednych (a, b).
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Definicja 13. Dla liczby z = a+bi warto$¢ v/ a? + b? nazywamy modu-
tem (jest to dtugosé promienia wodzacego punktu (a,b)) i oznaczamy
|l.
Uwaga 14. Liczbe z = a + bt mozna zapisa¢ w postaci:
b
z=lz|(x + yi), gdzie x:= i, Y= —.
2| 2|
Wowcezas 22 +1* = 1 zatem istnieje taka warto$é ¢ € [0,27), ze cos p =
x oraz sin ¢ = y (jest to kat miedzy osia OX a promieniem wodzacym
punku (a, b)). Wtedy
z = |z|(cos o + isin p).

Powyzsza posta¢ nazywamy postaciqg trygonometryczng liczby zespolo-
nej. Liczbe ¢ nazywamy argumentem liczby zespolone;j.

Uwaga 15. Wiasnosci:
|z wl =z |wl;
o |z +wl < 2|+ fwl;

o [o+w] > |2l — Jul

)




o 2| =z Z.

Uwaga 16. Jezeli z = |z|(cos p +isinp) oraz w = |w|(cosy) +isin),
to

z-w = |z||w|(cosp + isinp)(cost) + isin)) =
= |z- w[(cos(g& + ) +isin(p + w)>
Twierdzenie 17 (Wzor Moivre’a). Jezeli z = |z|(cos ¢ + isinp), to
2™ = |z|™(cos myp + isinmy).
Twierdzenie 18. Jezeli z = |z|(cos ¢ + isinp), to
2k 2k
iz = { \ |Z|(cosu+isinu): E=0,1,...,m— 1}.
m m
Przyktad 19.
2+ 2k 2+ 2k
V81 = {%(cosu—i—isinu): k::O,l,Q} =
3 3
5 5 3 3

= {Q(COSz + isin E) 2(cos =m + isin —7), 2(cos =7 + i sin —7T)} =
6 6" 6 6 " 2 2

= {(VB+i), (V3 +i), —2i}
Twierdzenie 20. Dla dowolnej liczby a zachodzi:
' = cos(a) + isin(a).
Tutaj ,e” oznacza podstawe logarytmu naturalnego.
Wnhiosek 21. Liczbe z = |z|(cos ¢ + isin ) mozna zapisa¢ w postaci
z = |z|e™.
Posta¢ te nazywamy postaciqg wyktadniczq liczby zespolone;j.
Uwaga 22. Dla z = |z|(cos p + isin ) = |z|e? mamy

mo_ ip m — mime m sl
z |z|e |z|"e |2|™(cos mep + isinmep).



2. METODA (GAUSSA ROZWIAZYWANIA UKEADOW ROWNAN
LINIOWYCH

7 uktadem réwnan liniowych nad ciatem K

1171 + A12T2 + *+* + ATy = b1

A21T1 + Q29%9 + - - + Qop Ty = by

Am1T1 + A2l + -+ + Qpp Ty = bm

mozemy zwiaza¢ macierz (uzupelniona) tego uktadu:

a1 a2 - Qi by
Az Gga - Ao, by
Am1 Am2 - Amn bm

2.1. Algorytm eliminacji Gaussa. Stosujac nastepujace operacje
elementarne na macierzy/uktadzie

e przemnozenie wiersza przez niezerowy skalar

dodanie do i-tego wiersza, wiersza j-tego przemnozonego ewen-
tualnie przez skalar

zmiana kolejnosci wierszy

skreslenie wiersza zerowego

doprowadzamy macierz do nastepujacej postaci zredukowanej:

1 00 --- 0 Clyr+1 - Cin d1
0 10 0 Cort1 -+ Cop dg
0 00 1 ¢pi1 0 o dy
0 00 0 0 - 0 dy

Wowczas jesli d.,q # 0, to uktad nie ma rozwiazania. W przeciwnym
wypadku wszystkie rozwigzania uktadu otrzymujemy:

r1 =dy — Cippats — - — Cipln—y
Ty = dy — Copy1ty — -+ — Coplpy
Ty = dy — Crry1lt — - — Crplp—r,
gdzie wspotezynniki ¢4, ..., ¢, , sa dowolnymi elementami ciata K.
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Przyktad 23. Rozwiazemy nad cialem Q liczb wymiernych uktad réw-
nan:

2x1 + 4x9 + 223 + 624 = 6

3xr1 4+ 10z + 1023 — 2224 = 8

2014+ Txg + Txs — 1624 = 5
Budujemy macierz uktadu i dokonujemy przeksztatcen elementarnych:

6\ -1 1 2 1 3 3
3 10 10 —22 8 ~ 3 10 10 —22 8| -31 ~
—16 5 2 7 7 =16 5/ —2r
1 2 1 3 1 21 3 3\ 211
~ 10 4 7 —31 —1 | =11~ 01 2 -9 0 ~
0 3 5 =22 -1 0 3 5 =22 -1/ —3i1r
1 0 -3 21 3\ —3.r11 1 0 0 6 6
~101 2 -9 0 2QIIT  ~~ 010 1 =2

00 -1 5 =1/ «(-v 001 -5 1
Ostatnia macierz jest zredukowana i reprezentuje uktad:
Ty + 6x4 =6
Ty + x4 = —2
r3 — dxy =1,

ktorego wszystkie rozwigzania sg postaci:

T, =6 — 6t
Ty =—2—1
r3 =145t
Ty =1,

gdzie t jest dowolng liczbg wymierng.



3. PRZESTRZENIE LINIOWE (WEKTOROWE )

Definicja 24. Uktad {V,K; +,;©} — gdzie V jest zbiorem, K ciatem,
+:V x V — V dziataniem wewnetrznym, -: K x V' — V dziataniem
zewnetrznym oraz © € V wyrdznionym elementem — nazywamy prze-
strzenig lintowq V nad ciatem K jesli spetnione sg nastepujace warunki:

e dla kazdych dwoch wektoréw v, w € V' zachodzi v +w = w+v;

e dla kazdych trzech wektoréw u, v, w € V zachodzi (u+v)+w =
u+ (v+ w);

e dla kazdego wektora v € V' zachodzi v + © =0 + v = v;

e dla kazdego wektora v € V istnieje w € V taki, ze v+ w = O,
wektor w oznaczamy —uv

e dla kazdego skalara x € K oraz kazdych dwéch wektoréw v, w €
V zachodzi z(v +w) =2 - v+ x - w;

e dla kazdych dwoch skalaréw x,y € K oraz kazdego wektora
v €V zachodzi (x +y) - v=z-v+y-v;

e dla kazdych dwoch skalaréw x,y € K oraz kazdego wektora
v €V zachodzi (x-y)-v=a-(y-v);

e dla kazdego wektora v € V zachodzi 1 v = v.

Przyktad 25. Zbior wektoréw swobodnych na ptaszczyznie jest prze-
strzenig liniowa.

Uwaga 26.
e 0-v=0, dla kazdego wektora v € V;
e ©-0 =0, dla kazdego skalara x € K;
o —1.-v=—v, dla kazdego wektora v € V.

Uwaga 27. Jezeli K jest dowolnym ciatem, to K* := K x --- x K
z dziataniami [x1, ...,z + (Y1, Y] = [21 + Y1, -, T + Yn] oraz
T (Yt Yn] = [Ty, -, Ty, Jest przestrzeniq liniowg.

Uwaga 28. Zbior macierzy zadanago wymiaru o wspotczynnikach z
ciata K jest przestrzenig lintowq.



4. LINIOWA ZALEZNOS¢ WEKTOROW

Definicja 29. Jezeli V' jest przestrzenia liniowa nad cialem K oraz
vy, ..., U, €V, to kombinacjg liniowg wektoréw vy, ..., v, nazywamy
kazdy wektor v postaci v = xqvy + - -+ + x,U,, gdzie x4, ..., 1, sa do-
wolnymi skalarami z ciata K. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych
wektoréw vy, ..., v, oznaczamy lin(vy,...,v,).

Uwaga 30. lin(v) = {z-v: z € K}.
Przyktad 31. Wezmy V := K" i oznaczmy

e =[1,0,...,0],e2:=[0,1,0...,0],...6 := [0,...,0,1].
Wtedy lin(ey, ..., e,) =V, za$ lin(e1, e2) = {[2,4,0,...,0]: z,y € K}.

A

5/2v
2v

lin(v)

RYSUNEK 2. Interpretacja geometryczna lin(v)

Definicja 32. Skonczony uktad wektoréw vy,...,v, € V nazywamy
liniowo zaleznym jesli istnieja takie skalary x4, ..., z, € K nie wszyst-
kie r6wne zero, ze r1v; + - - - + x,v, = O.
Przyktad 33.

e uktad (©,vs,...,v,) jest liniowo zalezny. (1-©+0vy+- - -+0v,, =

©);

e uktad (v,v) jest liniowo zalezny (1-v+ (—1)-v =0).

Twierdzenie 34. Ukiad wektorow vy, ..., v, jest lintowo zalezny wtedy

1 tylko wtedy, gdy pewien wektor tego uktadu jest kombinacjq liniowq
pozostatych wektorow tego uktadu.

Definicja 35. Uktad wektorow, ktory nie jest liniowo zalezny nazywa-
my lintowo niezaleznym.
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Przyktad 36. Wektory €4, ..., &, sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 37. Jezli uklad (vy,...,v,) jest liniowo niezalezny, to
kazdy poduklad (v;,, ..., v;, ) tego ukladu tez jest liniowo niezalezny.

4.1. Operacje elementarne na ukladzie wektoréow.

Twierdzenie 38. Jezeli uktad wektorow wy, ..., w, powstaje z uktadu
V1, ..., Up 26 pomocq skonczonej ilosci operacyi:
e mnozenia jednego z wektorow uktadu przez niezerowy skalar;
e dodania do i-tego wektora, wektora j-tego, pomnozonego ewen-
tualnie przez skalar (i # j);
e zmiany porzqdku wektorow w ukladzie.

Wowczas uktgd wq, . .., w, jest lintowo niezalezny wtedy 1 tylko wtedy,
gdy uktad vy, ..., v, jest lintowo niezaleziny.

Przyktad 39. Sprawdzié¢ czy uktad wektoréw vy := [2,4,2,6,6],vy =
[3,10,10, —22,8],v3 = [2,7,7,—16,5] jest liniowo niezalezny. Poprzez
operacje jak poprzednio doprowadzamy uktad do postaci

wy =[1,0,0,6,6],ws = [0,1,0,1,—2], w3 = [0,0,1, =5, 1].
Dla tego uktadu tatwo wykazaé¢ liniowa niezalezno$é. Istotnie przypu-
scmy, ze
O = T1W1 + Towsg + T3Wsg = [l’l, To, T3, 6£L'1 + T9 — 51’3, 6£L'1 - 2[[’2 -+ lL‘g].

Czyli 1 = 29 = x3 = 0, a zatem uklad jest liniowo niezalezny.
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