XXXVIII OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP 1l
Zadanie teoretyczne

ZADANIE T3
Nazwa zadania: ,Prawdopodobienstwo obrotéw ciata sztywnego”

Ciato sztywne o masie m moze obracac sie wokét ustalonej poziomej osi, a
jego moment bezwtadnosci wzgledem tej osi wynosi I. Srodek masy ciata znajduje
sie w odlegtosci L od osi. W osi dziatajg na ciato sity tarcia, przy czym moment T sit
tarcia kinetycznego (poslizgowego) jest staty i rowny maksymalnemu momentowi sit
tarcia statycznego. Warto$¢ T jest dana i nie jest ona wystarczajgco duza, aby
utrzymac ciato w rownowadze w pozycji poziomej (to znaczy T < mgL); zatem ciato
moze spoczywaé badz w pozycji goérnej (srodek masy powyzej osi. w pewnym
przedziale katéw), badz w pozycji dolnej (srodek masy ponizej osi, w pewnym
przedziale katoéw). W chwili poczatkowej nadano ciatu przypadkowo wybrang energie
ruchu obrotowego. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze ciato:

a) zatrzyma sie w pozycji gornej,

b) zatrzyma sie i cofnie do pozycji dolnej,

c) zatrzyma sie w pozycji dolnej bez cofania,

jesli prawdopodobienstwo tego, ze nadano dowolng energie E-z przedziatu Epi, < E <
Emax nie zalezy od E przy czym Epex-Emin » T. Zakladamy, ze przed zatrzymaniem
ciato wykonuje wiele obrotéw. Dla jakich T moze zachodzi¢ przypadek c)?

ROZWIAZANIE ZADANIA T3
Energia mechaniczna ciata dana jest wzorem

E :;Ioo2 — mgL cosd |

gdzie a jest katem obrotu liczonym od pozycji ,w dot", a w jest predkoscig katowa.
Zmiana (spadek) tej energii jest rowna pracy sit tarcia, czyli AE =-TAa , dopdki a
rosnie. Stad znajdujemy prawo

;qu —mgLcosa +Ta =E

gdzie E, jest energig poczatkowg ciata.

Oznaczmy f(o)=Ta —mgLcosa i wykonajmy wykres funkcji f(a) (ryc.4).
Widzimy, ze przy danej wartosci E, mozna z tego wykresu wyznaczy¢ kat
zatrzymania sie ciata a,. Nalezy zbadaé, czy moment sity ciezkosci mgL|sina;| jest
wiekszy, czy mniejszy od T.

Jesli jest wiekszy, to znaczy |sina;|>T/mgL, to mamy przypadek b) i ciato
cofnie sie, a jesli |sina,|<T/mgL, to ciato pozostanie w spoczynku i w zaleznosci od
znaku cosa mamy przypadek a) lub c).
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Ryc. 4. Dtugosc¢ odcinka AB=21mTp., dlugo$¢ odcinka BC=2mTp,, dtugos¢ odcinka
CD=21mTpa

Ze wzgledu na warunek En.-Emin » T mozna nie badac energii poczatkowych
bliskich  Epnax lub  Emn, gdyz nie wplywajg one znaczaco na szukane
prawdopodobienstwa. Rozwazmy jeden typowy zakres energii poczatkowych, od
jednego maksimum a, funkcji f do nastepnego a:= ao+2m. Maksima te mozna
wyznaczyC¢ z przyrownania do zera pochodnej f(a)=T+mgLsina, czyli sina=-T/mgL.
Nietrudno sprawdzic, ze pierwsze maksimum na lewo od zera dane jest wzorem ap=-
m+arcsinT/mgL, a pierwsze maksimum na prawo od zera dane jest wzorem
as=m+arcsinT/mgL. Warto$ci funkcji f w tych punktach wynosza:

f(O(O):—T[T+TarcsinL+mgL 1- T
mgL ol

f@y)=7(@,)+2mr
(Nie badamy nieinteresujgcego minimum w punkcie o = —arcsinT/mgL .

Jesli E,=f(ay) to ciato zatrzymuje sie ,w ostatnim momencie" w pozycji gornej,
przy bardzo matym zwiekszeniu E, ciatlo zsuwa sie w dot, a przy E,=f(a;) ciato
wykonuje jeszcze jeden obrot i zatrzymuje sie w tej samej pozyciji.

Granicg réwnowagi w pozycji dolnej jest kat. o, =arcsinT/mgL. Nalezy
sprawdzi¢, czy wartos¢ funkcji f w tym punkcie jest wieksza czy mniejsza od f(a).
Aby f(ag) byto mniejsze od f(as) musi zachodzi¢ nieréwnos¢: T<Tgy gdzie:

T, =mgL-[1+(1t/2)* =0,537 mgL

Jesli T<T, to ciato majgce energie poczatkowg wiekszg od f(a,) przeleci kat aq
i bedzie sie musiato cofng¢ (lub zatrzymac w pozycji gornej). Przypadek c) nie bedzie
zachodzit. Jesli T>T, to przypadek c) zachodzi dla E, lezagcych w przedziale f(ao)
<E,<f(a4). Podstawiajac wartosci f(ag) i f(as) wyliczamy, ze dtugos¢ tego przedziatu
WYNOSi:

2

f(ad)—f(ao):rrr—zmgL\l—%%E

a stad prawdopodobienstwo:

- @) fay=tome || AT F
P (@) =@ = =" gLE

dla T>T,

Granicg rownowagi w pozycji gérnej jest kat a,=m-arcsinT/mgL. tatwo mozna

obliczyc, ze:
f@ ):T[T—TarcsinL+mgL 1- r
¢ mgL | gl



Zatrzymanie sie ciala w pozycji gornej nastapi wtedy, gdy f(ag)<E,<f(a).
Dtugosc¢ tego przedziatu wynosi f(a;)- f(ay), czyli prawdopodobiehstwo zatrzymania w
pozycji gornej wynosi:

p :larcsini
‘m mgL
Pozostate mozliwosci to przypadek b). Widzimy, ze dla T<Tg:

1 . T
p, =1——arcsin——
Tt mgL

I 1 . T mgL T
p, =~ ——arcsin +— /1-
2 T mgl 10 | ol

Sa to szukane wzory na prawdopodobienstwa odpowiednich przypadkéw.

adla T>T,
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