XXV OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP I

Zadanie doswiadczalne.

ZADANIE D1
Nazwa zadania: ,Drewniane prety”

Majac do dyspozycji trzy prety drewniane o przekroju kotowym, poziomy pfaski stot
oraz papier milimetrowy (przyklejony do stotu — stuzy miedzy innymi do pomiaru
odlegtosci) wyznacz stosunek wspoétczynnikow tarcia kinetycznego i statycznego
pretéw miedzy sobg. Uzasadnij metode. Omow i oszacuj btagd pomiaru.

ROZWIAZANIE ZADANIA D1

Idea pomiaru opiera sie na dobrze znanym doswiadczeniu. Wezmy dtugi pret i
potozymy go na wskazujgcych palcach szeroko rozstawionych dtoni. Rozsuwajac
palce powoli zauwazymy, ze pret slizga sie na przemian to po jednym to po drugim
palcu. Gdyby nie byto réznicy miedzy statycznym a kinetycznym wspétczynnikiem
tarcia, to przebieg doswiadczenia powinien by¢ nieco inny. W pierwszej fazie ( przy
niesymetrycznym utozeniu preta) powinien on slizgac¢ sie po palcu potozonym dalej
od srodka ciezkosci preta ( nacisk na ten palec jest mniejszy). W chwili osiggniecia
rownej odlegtosci naciski sie zrownajg i pret powinien slizga¢ sie réwno, az do
momentu zejScia sie palcow tuz pod sSrodkiem ciezkosci preta. Roznice
wspotczynnikow tarcia statycznego i kinetycznego powoduja, ze w chwili, gdy naciski
preta w palce zrownajg sie, aktualna sita tarcia kinetycznego jest mniejsza od
maksymalnej sity tarcia statycznego na drugi palec. Zamiana rolami obu punktéw
podparcia nastgpi dopiero wtedy, gdy sita tarcia kinetycznego zréwna sie z sitg tarcia
statycznego, a to wskutek roznicy tych wspotczynnikow jest mozliwe, gdy nacisk na
Slizgajacy sie punkt podparcia bedzie odpowiednio wiekszy od nacisku na punkt
nieruchomy. W tym momencie doswiadczenie zaczyna sie jakby od poczatku, znéw
w niesymetrycznej sytuacji, tyle, ze role punktéw pod parcia odwracajg sie.

A oto wykonanie zadania.

Prety ustawia sie tak jak to wskazuje rys.28 (widok z goéry).

Nastepnie przytrzymujac reka pret A przesuwamy reka pret B w lewo tak dtugo, az
pret C zatrzyma sie. W tym potozeniu mierzymy odlegtosc y preta B od srodka 0
preta C ( odlegtosc ta jest niezmienna w tej fazie doswiadczenia, gdyz pret B sunie z
pretem C — miedzy tymi pretami dziata caty czas tarcie statyczne) oraz odlegtos¢ x
preta A. W tym potozeniu maksymalne tarcie w punkcie skrzyzowania B i C
rownowazy tarcie kinetyczne w punkcie skrzyzowania Ai C.
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Fy=. 28

Naciski w tych punktach sg oczywiscie odwrotnie proporcjonalne do odlegtosci x i y:

Nzy =N ,.x (prawo momentow si)

Réwnosé sit tarcia oznacza, ze

JiNac = fiNye

Stad stosunek wspotczynnikéw tarcia kinetycznego i statycznego

Pomiary nalezy powtérzyé wiele razy startujgc z nieco réznych potozen
wyjsciowych, zamieniajgc prety rolami itp. Jest to konieczne z tego powodu, ze dla
powierzchni niezbyt gtadkich ( wtedy gtéwnie réznice miedzy f.i f,sq wyrazne)
wartos¢ sity tarcia maksymalnego moze zaleze¢ od konkretnych punktow styku. Stad
oczekiwane réznice w wynikach sg dos¢ znaczne. A oto przyktadowe wyniki
pomiaréw uzyskane na jednym z zestawow.
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53 41 0,77
52 28 054
6,7 45 0,67
55 42 0,76
55 50 090
6,5 50 0,78
6,0 45 0,75

31288



Powstaje teraz pytanie jak oszacowaé¢ btad wyniku. W wielu pomiarach
szkolnych do oceny btedu wystarczajgce jest pojecie btedu maksymalnego. Jezeli
np. linkg mierzymy dtugosc¢ jakiegos preta i za kazdym razem odczytujemy 85mm, to
jasne, ze ze wzgledu na rodzaj posiadanego przyrzgdu mamy prawo przypuszczac,
iz prawdziwy wynik lezy niemal na pewno w granicach (85 + 0.5) mm.

Jezeli wyznaczamy jaka$ wielko$¢ na podstawie dwéch lub niewielkiej liczby
pomiarow tego typu, np. pole konkretnego prostokata, to tatwo tez oceni¢ btad
maksymalny, bowiem jesli wiemy, iz

a,~DAa<a<a,+Aa,

b, — Db <b<b, +1b,

gdzie a,jest zmierzong wartoscig (85 mm z naszego przykfadu), a Aa jej btedem

maksymalnym ( 0,5 mm w naszym przyktadzie), to jest jasne ze prawdziwe pole
prostokata ab lezy w przedziale

(a, —Aa)(b, - Db) < ab <(a, +Da)(b, +Ab)

A A
jezeli wartosci 24 bb sq mate, to pomijajgc iloczyny dwdch matych wartosci
a

mozemy podac nierownosci przyblizone

aoboé—m—m%ab <a0b0E+Aa+AbE
aO bO aO bO

widzimy zatem, Zze maksymalny btad wzgledny iloczynu

_ Aa Ab
sumie btedéw wzglednych — +——
a, b,

A( ab)
ab

jest réwny

Rozwazania powyzsze sg zupetnie nieprzydatne do naszego przyktadu, gdyz
zmierzony w kazdym przypadku stosunek wspotczynnikdw jest wyraznie inny.
Zatézmy, wiec, ze istnieje pewna wielkos¢ fizyczna, ktorej prawdziwa warto$¢ wynosi
a. Wartosci tej na ogo6t nie znamy — celem pomiaru jest uzyskanie liczby mozliwie
bliskiej tej wartosci.

W wyniku pojedynczego pomiaru uzyskujemy wartos¢ a; (i = 1, 2, ... oznacza
kolejny pomiar). Roznice miedzy tg wartoscig a wartoscig prawdziwg oznaczymy
literg & zatem

ai :a+Ei

Na to by w wyniku wielokrotnie powtarzanego pomiaru mozna byto wyznaczyc¢
a w miare doktadnie, odchylenia ¢ spowodowane réznymi przypadkowymi
czynnikami powinny byéraz dodatnie, raz ujemne, przy czym granica

1 n
lim— =0
im ZIEI

n—oo n ‘
powinna by¢ rowna zeru.



Zatozenie powyzsze jest bardzo wazne i bynajmniej nie oczywiste. Ba, czesto
nie jest ono prawdziwe! Argumenty za jego przyjeciem sg nastepujgce. Jesli w
konkretnym doswiadczeniu
1 n
lim— - =b#0
n—oo n ; El
To fakt odstepstw wynikow pomiaréw musi mie¢ jakas okreslong przyczyne.
Innymi stowy doswiadczenie jest Zle pomyslane, nie mierzymy tej wielko$ci, ktorg
mierzyC bySmy chcieli. Btad taki nazywamy btedem systematycznym, zatozymy,
wiec, ze nasz pomiar wolny jest od tego btedu.
Bardzo waznym kolejnym pojeciem jest srednie kwadratowe odchylenie
pojedynczego pomiaru. Nazywamy tak wielkos¢

o, = /lim:IZEf

czyli

( n bardzo duze).
Wielkos¢ ta jest miarg rozrzutu wynikow pojedynczego pomiaru wokot wartosci
prawdziwej. Do wyznaczenia tej wielkosci wprost z definicji potrzebna jest znajomoéLé

a. W przyblizeniu tym lepszym im wieksze n mozemy zastapi¢ &, =a;, —a przez a, —a

gdzie ¢ = Z& jest $rednig arytmetyczng pomiaréw. Mozemy tez , traktowaé jako
n

azmierzone dUZ€j liczby pomiardw i jak wzrasta doktadnos¢ wyniku ze wzrostem liczby
pomiarow n?

Przez doktadnos¢ pomiaru nalezy rozumie¢ spodziewang réznice miedzy
wartoscig prawdziwg a, a wartoscig srednig z n pomiarow

1
zmierzone —d _72611' _a_?
n

korzystajgc z okreslenia wielkosci &, mozemy napisac

blad = a

=1 —a=1y
A ierzone — 4 _;z El +Ei) a " ;Ez

powiedzieliSmy juz, Zze podstawowym zatozeniem jest fakt, iz powyzsze
wyrazenie dazy do zera, gdy 7 — ®. Ale w praktyce n jest skonczone. Bardzo
wazne jest zrozumiec, ze zgodnie z prawami statystyki nie mozemy przewidziec, ile
WYNOSi @zmierzone — @ dla skonczonego n. Jest to zndw zmienna losowa.

Przypusémy, ze oprocz nas jeszcze bardzo wiele oséb (N) wykonato w
identycznych warunkach identyczne pomiary — kazdy z nich n pomiaréw. Jedynie, co
mozemy obliczy¢ teoretycznie, to warto$¢ srednig kwadratu btedu kazdego z nas
( przy zatozeniu, ze N - o). Co nam da taka srednia? Otéz ta wiasnie srednia jest
doskonatg miarg doktadnosci. Jest bardzo prawdopodobne, ze nasza réznica azmierzone
— a uzyskana w jednym z N eksperymentéw ( powstate N -1 to tylko eksperymenty



pomyslane, gdyby je faktycznie wykonano, celowe bytoby obliczenie wszystkich nN
pomiarow!) bedzie rzedu tej sredniej. Dokladniejsze rozwazania pozwalajg obliczyc¢,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze nasz bitgd jest nie wiekszy niz ta Srednia
(0k.68%), jakie jest prawdopodobienstwo, ze nasz btad jest nie wiekszy niz 3 takie

btedy (99,7%) itd.
Obliczamy, zatem teraz te interesujgcg wielkosé. Oznaczamy wielkosci

zmierzone w N eksperymentach symbolami a5,......., 0=1,...,N. Kazda z tych wielkosci
jest Srednig arytmetyczng n pomiaréw

zmlerzone E a

Btedem srednim kwadratowym danego typu eksperymentu o nazywamy
wielkos¢ zdefiniowang nastepujgco

1 N
2 —1: [of _ 2
0- - llm AT z (azmierzone a)

korzystajac z tego, ze

1
a — a
azmierzone —a- ; Z Ei
(& btad i-tego pomiaru w eksperymencie oznaczonym numerem a) mamy
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Rozwinmy wyrazenie w nawiasie do kwadratu

(Ela #8048 = (e ) H(Ee) el ) +2ia;‘&;’

i>7=1

otrzymujemy
or= LunfBL Sk LS ke e S E

SEPET + LS EES bk S ELES
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Pomiedzy wyrazami w pierwszym nawiasie kwadratowym a wyrazami w
drugim nawiasie jest zasadnicza réznica. Kazda z granic sum w pierwszym nawiasie

jest dokfadnie tg suma, ktérg zdefiniowali$my jako o (wprawdzie zdefiniowali$my
o, jako $rednig kwadratow (E[‘)2 z jednej serii pomiaréw, ale jedli wszystkie N
eksperymentéw zachodzi w identycznych warunkach, to ciag E(‘)E(z) ... ma te same
wiasnosci statystyczne co cigg &€5EY ,...1). Srednich takich jest n, wiec
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, G,+0, +..+0, ) *+ cztony z drugiego nawiasu kwadratowego.

n

Kazdy ze skonczonej liczby n(n — 1) cztonkéw w drugim nawiasie dgzy jednak
do zera. Mozna by dowodzi¢ to Scisle, ale intuicyjnie jest jasne, ze jeSli (E;‘)z sq
dodatnie i kumulujg sie przy sumowaniu po q, to wyrazenia typu §¢; bedg réwnie

czesto dodatni jak i ujemne.
Ostatecznie

S

2
no,

3,

g=20
n

Jest to fundamentalny rezultat. Przy ustalonym rozrzucie pojedynczego
pomiaru 0o, zwiekszenie liczby pomiaréw do obliczenia $redniej powoduje, ze
zmienna losowa amierzone — @ Ma rozrzut malejacy odwrotnie proporcjonalnie do /» .

W tej sytuaciji jest jasne, ze nawet znajagc o nie potrafimy podac jakiegos btedu
maksymalnego. Moglibysmy podac¢ tabelke (wynikajaca ze szczegdtowej analizy
problemu), z jakim$ prawdopodobienstwem nasz wynik (Srednia z n pomiarow) lezy
w przedziale a £ ko dla roznych k. Poniewaz tabelka ta jest uniwersalna, nikt jej nie
podaje referujac wynik pomiaru, a ograniczenia sg jedynie do podania o swojego
eksperymentu. W praktyce, jezeli np. wyniki dwdch réznych laboratoridw réznig sie o
o lub nawet 20 — nikt sie jeszcze nie dziwi. Przy 30 zaczyna wystepowac niepoko;.
Gdy réznica siega 50 kazdy jest niemal pewien, ze to nie wynik fluktuacji
statystycznej, lecz ze przynajmniej jeden z pomiarow obarczony jest btedem
systematycznym. Tan sam problem wystepuje oczywiscie przy poréwnywaniu
pomiarow z przepowiedniami teoretycznymi.

Dla zaspokojenia ciekawosci czytelnika podamy tabelke prawdopodobienstw,
ze wartos¢ prawdziwa miesci sie w granicach azmierzone  KO.

k 1 2 3 4 4,892
Prawdopodobienstwo, ze 1-107¢
‘;_a‘ <ko 0,683 0,954 0,997 0,99994

Z tabelki tej wynika, ze Srednio, w co dwudziestym eksperymencie mozna
spodziewac sie miedzy wartoscig srednig (zmierzong) a prawdziwg, roznicy wiekszej
lub réwnej 20, tylko trzy razy na tysigc — roznicy 30, a roznica 4,90 lub wieksza ma
szanse trafi¢ sie zaledwie raz na milion.

Znajac juz tak wazng wielkos¢ mozemy obliczy¢ jg dla naszego
doswiadczenia.

Pierwszym krokiem jest wyznaczenie o0 (oczywiscie w przyblizeniu, bo nie

Soooo .
znamy 7 , @ jedynie zmierzong przez nas wartos¢ Srednig)
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Ostatecznie wynik podajemy w postaci
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