XXIX OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP WSTEPNY
Zadanie teoretyczne

Rozwiaz wybrane przez siebie dwa zadania sposréd podanych trzech:

ZADANIE T1
A. Przez opornik o oporze R ptyng jednoczesnie trzy prady sinusoidalne o czestos-
ciach w, 2wi 7w (w# 0). Spadek napiecia na koncach oporu R wyraza sie wzorem:

E = E1sinwt + E2 sin (2 wt + a) + Essin (7 wt + )
gdzie a i B sg pewnymi statymi. Oblicz napiecie i natezenie skuteczne pradu. Jak

wielkosci te wyrazajg sie¢ przez wielkosci skuteczne charakteryzujgce kazdy z trzech
pradéw sktadowych osobno?

Rys.1

B. Klocek o0 masie m umocowano na sztywno do osi petnego walca o promieniu R i
masie rownej rowniez m. Walec rozkrecono w kierunku pokazanym na rysunku, do
predkosci katowej wx po czym i klocek, i walec potozono na réwni o kacie nachylenia
o . Wspodtczynnik tarcia posuwistego walca o rownie wynosi f1 = 5tga, a wspétczynnik
tarcia klocka f2 = tga. Pret taczacy walec z klockiem jest rownolegty do rowni. Tarcie
toczne i mase preta pomijamy. Opisz ruch uktadu na réwni.

C. Z wysokiej géry zaobserwowano tecze w postaci petnego okregu. Przy obserwaciji
teczy przez okulary polaryzacyjne stwierdzono, ze natezenie $wiatta zalezy od kata 9
jak na rysunku. Najmniejsza wartoS¢ natezenia swiatta teczy | wynosi Imin a
najwieksza Imax. Wyznacz postac funkcji I(3).

UWAGA: okulary polaryzacyjne wygaszajg $wiatto odbite od ptaszczyzn poziomych.
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Rys.2
ROZWIAZANIE ZADANIA T1

A. Napiecie miedzy kohcami opornika o oporze R dane jest (zgodnie z warunkami
zadania) wzorem:

E = E1sinwt + E2sin (2 wt + a) + Essin (7 wt + B) (1)

Poniewaz natezenie ptyngcego pradu jest wprost proporcjonalne do przytozonego
napiecia (prawo Ohma),

= E/R

mozemy podac od razu wzdr na natezenie pradu ptyngcego przez opornik o oporze
R:

| = l1sinwt + I2 sin (2 wt + a) + Izsin (7 wt + B) (2)
gdzie
'=E1/R I|2=E2/R  [I3=E3/R
Skuteczna warto$¢ napiecia (natezenia) jest zdefiniowana jako pierwiastek ze $red-

niej kwadratowej wartosci napiecia (natezenia) obliczonej dla jednego okresu T lub
catkowitej liczby okresow.

3)

gdzie T — oznacza okres funkcji E (t) i I (t).
W naszym przypadku T = 21w
Korzystajac z tych definicji, obliczymy najpierw wartos¢ skuteczng napiecia:

2
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Trzy pierwsze wyrazy sumy wystepujgcej w nawiasie wyrazenia (4) odpowiadaja,
zgodnie z definicjg (3), kwadratom wartosci skutecznych napiecia E’isk, E22sk i
E“sk. Pozostate catki oznaczone wystepujgce w nawiasie wyrazenia (4) réwne sg
zeru. Mozna to sprawdzi¢ na przyktad korzystajagc ze wzoru na iloczyn sinuséw
dwoch katow:

siny sind = 0,5 [cos (y-0) — cos (y+9d)]
oraz faktu, ze catka z funkcji cosinus w przedziale jednego okresu jest réwna zeru.
Podobnie mozna sprawdzic, ze:
E*s=0,5 E1* E%«=0,5E2"  E’%=0,5 Ed’
Jako ostateczny wynik otrzymujemy:

Esk=( E*1sk+ EZ2sct E?as¢)"” (5)

Ze wzgledu na analogiczng posta¢ wzoréw (1) i (2) mozemy bez dalszych obliczen
poda¢ zgdane w zadaniu wyrazenie na wartos¢ skuteczng natezenia pradu :

lsk=( [P1skt 1P2sict 1%ask)™ (6)
Punktacja: 0-5 pkt
B. Na uktad ztozony z walca i klocka znajdujacy sie na rowni pochytej dziatajg sity,

ktorych rozktad pokazano na rysunku 3. Sitg dziatajgcym na walec i klocek
przypisano odpowiednio wskazniki | i 2.

Rys. >

P1i P2 — sity ciezkosci skierowane prostopadle do podstawy rowni,

N1 i N2 — sity nacisku na powierzchnie réwni,

F1 i F2 — skladowe ciezaru walca i klocka skierowane rownolegle do powierzchni
rowni,

T1i T2 — sity tarcia posuwistego dziatajgce na walec i na klocek {wektory T1i T2 lezg
w ptaszczyznie rowni).



Sktadowe prostopadte do powierzchni rowni wszystkich sit dziatajagcych na uktad
rownowazg sie. Poniewaz sity decydujgce o ruchu uktadu dziatajg rownolegle do
powierzchni réwni, bedziemy w dalszym ciggu postugiwacé sie wartosciami tych sit,
okreslajac ich znak przy zatozeniu, ze zwrot ku gorze réwni jest dodatni. Wypadkowa
sita dziatajgca na uktad jest rowna

F=Ti1+T2+F1+F2 (1)
Jak sie przekonamy, znak sity wypadkowej F jest dodatni. Warunki zadania sg tak
dobrane (masy walca i klocka oraz wspétczynniki tarcia), ze tarcie posuwiste walca
jest wystarczajgco duze, aby poruszyc¢ caty uktad pod gore.
Sity tarcia posuwistego dziatajgce na walec i na klocek wynoszg odpowiednio:
Ti=fi+N1  T2=- f2+N2

gdzie: f1i f2 - wspotczynniki tarcia posuwistego walca oraz klocka o réwnie, ktére z
warunkow zadania wynoszg
f1 =5 tga (2)
f2 = tga (3)
Poniewaz masy walca i klockéw sg jednakowe réwne m, zatem
N1 = N2=mg cosa
stad

T1=f1 mg cosa (4)
T2 = -f2 mg cosa 5)

Sktadowe sity ciezkosci walca i klocka réwnolegte do réwni wynoszg odpowiednio:
F1=-mg sina
F2 = -mg sina (6)

Ostatecznie sita wypadkowa (1) dziatajaca w pierwszej fazie ruchu na podstawie
wyrazen (4), (5), (6) wynosi

F =f1 mg cosa - f2mg cosa - 2 mg sina
Pod wptywem tej sity caty uktad (poniewaz klocek i walec potgczone sg sztywnym
pretem) porusza sie ruchem postepowym z przyspieszeniem liniowym a. Roéwnanie
ruchu postepowego uktadu ma postac:
F =f1 mg cosa - f2mg cosa - 2 mg sina =2 ma (7)
stad
a=0,5(fi — f2) g cosa - g sina (8)

Jak widac¢ znak tego przyspieszenia zalezy od wartosci wspotczynnikéw tarcia w
naszym przypadku uwzgledniajgc warunki zadania (2), (3) mamy



a =g sina (9)
Otrzymalismy dodatnig warto$¢ przyspieszenia uktadu, z takim wiec przyspieszeniem
odbywa sie ruch postepowy catego uktadu w goére réwni. Jednoczesnie walec
porusza sie ruchem obrotowym, dla ktérego réwnanie ruchu obrotowego ma postac :

loe = TIR (10)
gdzie : T1R - moment sity tarcia posuwistego walca wzgledem jego osi obrotu,
lo = 0,5 mR? - moment bezwtadnosci walca wzgledem jego osi.

Moment pozostatych sit wzgledem tej osi rowny jest zeru. Réwnanie (10) mozemy
napisac nastepujaco :

0,5 mR% = fimg cosa R
a uwzgledniajgc warunek (2) otrzymamy
€= (10 gsin a)/R (11)
Jest to opdznienie katowe ruchu obrotowego walca spowodowane sitg tarcia po-
suwistego dziatajgcego na walec. Walec jest hamowany, zmniejsza sie jego
predkos¢ katowa.
Predkos¢ punktéw na obwodzie walca wynosi
Uw=R(wo-€t)=woR-10gt sin a
Predkos¢ ruchu postepowego uktadu wynosi
Lp= at =gt sin a

Ruch walca odbywa sie z poslizgiem, dopdki predkos¢ punktéw na obwodzie walca
Uw nie zrowna sie z predkoscig ruchu postepowego ukfadu ve. Zréwnanie tych
predkosci nastgpi po czasie t1 ktory obliczamy z warunku uw = vp:

wR-10gt sina *t1 =g sina * t1
stad
t1i= (wR)/(11g sin a) (12)
W tym momencie predkosc¢ ku gérze réwni wynosi

vr=ati=1/11 wR (13)

Droga przebyta przez uktad w czasie t1

S1= (v 2a



co po wykorzystaniu zaleznosci (9) i (13) daje nam
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W chwili t1 przestaje dziata¢ sita tarcia posuwistego miedzy walcem a powierzchnig
réwni. Rozpoczyna sie druga faza ruchu, w ktorej ukfad porusza sie do géry hamo-
wany sitg
F'=T 1+T2+F1+F2 (14)
Przestaje dziata¢ sita tarcia posuwistego miedzy walcem a powierzchnig réwni (T1 =
0), natomiast pojawia sie sita tarcia statycznego miedzy walcem a powierzchnig —
T4, ktéra nie jest juz dana wzorem (4). Tarcie toczne zgodnie z warunkami zadania
mozemy poming¢. Podstawiajgc wyrazenia (5), (3) i (6) otrzymujemy réwnanie ruchu:
F'= T1-3mg sin a = 2mar (15)
Wartosc¢ sity T 1 mozemy znalez¢ z réwnania ruchu obrotowego walca
-loe1=T1R (16)

gdzie: lo=0,5mR? e1=a1/R opdznienie katowe walca

(zwrécmy uwage, ze a1<0, €1<0, T'1<0),
stad

T1=-0,5 ma
Po podstawieniu T 1do wzoru (15) znajdujemy
a1t =-6/5gsina

Jest to opdznienie w ruchu postepowym walca, a wiec i catego uktadu. Uktad po
rusza sie ku gorze ruchem jednostajnie opéznionym. Ruch ustanie po czasie

t2= v+/a1

Po podstawieniu wyrazenia (13) i (17) mamy

Droga przebyta w czasie wynosi
S2= v’/ 2an

Uwzgledniajac wzory (13) i (17) otrzymamy



Ukfad zatrzymat sie na gérze rowni, przebywajgc droge si+s, w czasie ti+t,. Teraz
nastepuje trzecia faza ruchu, w ktérej uktad zsuwa sie w dot réwni. Rézni sie ona od
drugiej fazy ruchu zmiang znaku sity T,. Sita dziatajgca nie jest dana teraz rownaniem
(14), lecz

F =T "1-T2+F1+F2

Podstawiajgc wyrazenia (5) (3) i (6) mozemy napisa¢ réwnanie ruchu

F=T 1-mg sin a = 2maz (19)

Podobnie jak poprzednio, z réwnania ruchu obrotowego walca znajdujemy
T71=-0,5 maz

A nastepnie wyznaczamy przyspieszenie, z jakim caty uktad porusza sie rucham
postepowym w dot rowni

az=-2/5gsina

Znak ,minus" w tym wyrazeniu wynika z przyjetej umowy, ze kierunek w goére
rowni jest dodatni.

Punktacja: 0-5 ptk

C. Tecza powstaje w wyniku zatamania i rozszczepienia promieni swietinych w
kroplach wody znajdujacych sie w powietrzu. Szczegdtowy opis zjawiska teczy
Czytelnik znajdzie w zbiorach zadan olimpijskich.* Tutaj jedynie pokrétce przypo-
minamy zjawisko powstawania teczy.

W przypadku teczy pierwszego rzedu promien swietlny ulega jednokrotnemu
wewnetrznemu odbiciu w kropli oraz dwukrotnemu zatamaniu, raz przy wejsciu,
drugi raz przy wyjsciu z kropli (rys. 4). Latwo pokazac, ze kat ¢ spetnia warunek



¢=4B-2a (1)

gdzie katy a i B sg katami padania i zatamania Swiatta w kropli cieczy o
wspotczynniku zatamania n i spetniajg prawo zatamania

sina=n2sin 3 (2)

Badamy ekstremum funkcji ¢ (a). Mozna pokazac, ze dla ¢ =0 spetniony jest wa-
runek

sin’a = (4-n%)/3 (3)

co daje zaleznosc¢ na kat :

—_—

|

2 2
4-n . |4-n
- 2 arc s

|30 3 (4)

=4 arc sin




Tak, wiec dla roznych wartosci wspotczynnika zatamania n, a wiec dla réznych
barw, katy ¢, przy ktorych swiatto opuszczajace kropelke bedzie miato
szczegolnie duze natezenie, bedg rézne. Obserwator bedzie widziat swiatto
danej barwy dochodzgace od wszystkich kropelek, ktére tworzg na sferze
niebieskiej tuk okregu o promieniu katowym ¢. Otrzymamy tecze. (Dla wody
ktadac, n = 4/3, otrzymamy @iy =42°2').

Obserwator na Ziemi widzi tylko czesc¢ okregu teczy. Aby jakikolwiek fragment
tego okregu byt widoczny, kat ¢@-ys (ktory okresla wysokos¢é nad horyzontem
najwyzszego punktu tuku teczy) musi by¢ dodatni. Wysokos¢ katowa Stonhca nad
horyzontem ys nie moze, wiec przekracza¢ promienia katowego teczy ¢. Kiedy
Stonce zachodzi (lub wschodzi) ys=0 i widzimy potéwke teczy, czyli najwiekszy
fragment teczy, jaki mozemy zaobserwowac z powierzchni Ziemi. Z samolotu
badz z wysokiej gory mozemy zobaczy¢ nawet petny okrag teczy (rys. 5).

Zauwazmy, ze tecza powstaje dla Scisle okreslonego kata padania a swiatta na
kropelke wody. Wiadomo, ze $wiatlo na granicy dwu osrodkéw (przy zatamaniu i
odbiciu) ulega polaryzacji, ktérej stopien zalezy od kata padania. Swiatto
opuszczajgce kazdg kropelke jest czesciowo spolaryzowane, réwnolegle do
ptaszczyzny padania.
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Rys.5

Ptaszczyzna padania promienia wyznaczona przez ten promien i prostopadtg pa-
dania dla poszczegdélnych punktéow teczy jest nachylona pod katem § do poziomu.
Dla lewego i prawego skrajnego brzegu teczy przewaza sktadowa spolaryzowana
poziomo.

Swiatlo dochodzace z dowolnego punktu teczy jest mieszaning $wiatta nie-
spolaryzowanego i spolaryzowanego. Okulary polaryzacyjne wygaszajq' sSwiatto
odbite od ptaszczyzn poziomych, a wiec Swiatto spolaryzowane pionowo. Przy
ogladaniu teczy przez te okulary, ze sktadowej niespolaryzowanej przechodzi
zawsze potowa natezenia swiatta réwna /i, zas ze sktadowej spolaryzowanej czes¢
zalezna od kata 9. W sktadowej spolaryzowanej drgania zachodzg w kierunku
nachylonym pod katem 9 do poziomu. Natezenie tej sktadowej po przejsciu przez
okulary polaryzacyjne, ktére przepuszczajg swiatto o tym kierunku polaryzaciji, jest
proporcjonalne do cos®3 (prawo Malusa).

Zatem
1(8)= Imin + | cos®$9 (5)

I(9)osiaga najwiekszg wartos¢ Inax dla d =0°i 9 = 180°

|max= |min+ |



Wobec tego
I = Imax - Imin (6)
Tak wiec

|(19)= Imin + (lmax - |min) COSZS

Jest to szukana postaé zaleznosci natezenia przepuszczanej przez okulary polary-
zacyjne wigzki w funkcji kata. W uzupetnieniu warto doda¢, ze na podstawie wzoréw
Fresnela podajgcych zaleznosci pomiedzy amplitudami wigzek odbitych i
zatamanych w zaleznosci od kata padania i zatamania mozna obliczy¢ stopien
polaryzacji Swiatta wychodzgcego z teczy pierwszego rzedu. .

Promien swiatta padajgcy na krople pod katem a, zatamuje sie pod katem .
Ulega nastepnie wewnetrznemu odbiciu, przy czym katy padania i odbicia sg rowne
B. Promien, wychodzac z kropli, zatamuje sie, kat padania w tym przypadku wynosi
B, a zatamania a (rys. 4).

Na podstawie wzoréw Fresnela natezenie wigzek wychodzacych z kropli jest
proporcjonalne do nastepujgcych wyrazen:
dla wigzki spolaryzowanej réwnolegle do ptaszczyzn padania

sirt (a-PB) 2_sin2 (a-PB)

sirt (o + B)

sin2 (a+pB)

dla wigzki spolaryzowanej prostopadle do ptaszczyzny padania

2
.tgz(d -B)
tg (o +B)

g (o B)
t¢ (o +B)

1

Polaryzacje swiatta ilosciowo okresla sie przez stopieh polaryzacji, ktory jest zdefinio-
wany jako stosunek réznicy natezen wigzek spolaryzowanych w ptaszczyznie
réwnolegtej i prostopadtej do ptaszczyzny padania do sumy natezen tych wigzek.
Na tej podstawie mozna obliczy¢, Zze swiatto z teczy jest spolaryzowane w 96%.

Zainteresowanych Czytelnikbw odsytamy do podrecznikow akademickich, ktore
umozliwig zaznajomienie sie z wzorami Fresnela i pozwolg na petniejsze zro-
zumienie zasygnalizowanych tu zagadnien.

Punktacja: 0-5 ptk

Zrédto:

Zadanie pochodzi z ,Olimpiada fizyczna”
Autor: A. Nadolny K. Pniewska

WSiP 1986r.

Komitet Okregowy Olimpiady Fizycznej w Szczecinie
www.of.szc.pl



