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Zadanie teoretyczne

ZADANIE T3
Nazwa zadania: ,Réwnia pochyta”

Na wierzchotku rowni o wysokosci # znajduje sie kulka. Poczatkowe predkosci kulki
(liniowa i katowa) sg réwne zeru. Wspotczynnik tarcia posuwistego (statycznego

2
i kinetycznego) kulki o rownie wynosi f =;. Wspdtczynnik tarcia potoczystego kulki

o réwnie réwny jest zeru. W pewnej chwili puszczamy kulke. Jak korncowa predkosc
liniowa kulki v (tj. predkos¢ srodka kulki w chwili, gdy mija ona najnizszy punkt réwni)
zalezy od kata nachylenia rowni 0 ? Zréb szkic wykresu funkgji v().

ROZWIAZANIE ZADANIA T3

Wprowadzmy oznaczenia:
T - sita tarcia (statycznego lub poslizgowego) miedzy kulkg a réwnia,
N _ sita nacisku miedzy réwnig a kulka,
V- predkosc liniowa srodka kulki,
a - przyspieszenie srodka kulki,
W - predkosé¢ katowa kulki,
€ - przyspieszenie katowe ruchu obrotowego kulki,

B - moment bezwtadnosci kulki wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek,
m - masa kulki.

Rys. 14

Przystepujac do rozwigzania tego zadania nalezy uswiadomi¢ sobie ze mogag tu,
w zaleznosci od wartosci kata O, wystgpi¢ dwa zasadniczo rozne przypadki
- ruchu z poslizgiem i ruchu bez poslizgu. Postarajmy sie zrozumie¢ najpierw
pogladowo, dlaczego tak musi byé. Zacznijmy od rowni nachylonej pod bardzo
matym katem. Gdyby nie byto tarcia to sktadowa sity ciezkosci, rownolegta do rowni
nadataby kulce przyspieszenie psina . Kulka poruszataby sie ruchem postepowym,
nie obracajac sie. Innymi stowy natychmiast po zwolnieniu kulki pojawitaby sie
wolno rosngca predkosc poslizgu, jesli jednak tarcie wystepuje, to sytuacja taka jest



niemozliwa, gdyz natychmiast po rozpoczeciu ruchu pojawitaby sie duza silg tarcia
mgf cosd , wieksza od sily mgsind (przy dostatecznie matym kacie o)

i przeciwnie do niej skierowana. Wypadkowa sity tar¢ i sity mgsina bylaby
skierowana przeciwnie do przyspieszenia, co jest jawnie sprzeczne z Il zasadag
Newtona. Dla dostatecznie matych katow O, w ruchu bez predkosci poczatkowe;,
nie moze wiec wystepowaé poslizg, lecz jedynie toczenie, w czasie ktérego
predko$¢ punktu stycznosci kuli wzgledem réwni wynosi zero. Je$li nie ma
poslizgu, to tarcie jest tarciem statycznym, a jak wiemy sita tarcia statycznego nie
jest okreslona jednoznacznie przez site nacisku i wspotczynnik tarcia - ich iloczyn
wyznacza tylko maksymalng mozliwg site tarcia. Czy mozna wyznaczyc¢ ruch, skoro
dziata na ciato sita o nieustalonej wartosci? Mozna, je$li posiadamy dodatkowe
wiadomosci o ruchu. W naszym, przypadku bedzie to warunek kinematyczny
moéwigcy, ze gdy T <N, wtedy predkos$¢ poslizgu réwna v-wR =0. Warunek
toczenia bez poslizgu nie tylko pozwoli wyznaczy¢ ruch, ale i site tarcia potrzebng do
tego, by ruch rzeczywiscie spetniat ten warunek. Wyobrazmy sobie teraz,
ze powtarzamy spuszczanie kulki po réwni zwiekszajgc stale kat nachylenia.
Przekonamy sie, ze ze wzrostem kata nachylenia rosta tez bedzie wartosS¢ sity
tarcia 7 niezbedna do zapewnienia staczania bez poslizgu. Dla pewnego kata
osiggniemy takg wartos$¢ sity T, ktéra réwna jest /N . Przy dalszym zwiekszaniu kata
0 sita T nie moze juz rosngc, gdyz osiggneta swg wartos¢ maksymalng. Musi
wystapi¢ poslizg i nie bedziemy mogli korzystaC z réwnania v=wR, a jedynie
Zz nierownosci v-wR >0wyznaczajacej kierunek sity tarcia ,pod gore”, a wiec
hamujgcej ruch. Zndéw powstaje problem, bo gubimy jedno réwnanie. Ale
natychmiast zyskujemy drugie! Skoro kuli toczy sie z poslizgiem, to sita tarcia jest
wyznaczona przez nacisk: 7 =Nf, a wiec znow bedziemy mieli ilo§¢ réwnan
wystarczajgcg do wyznaczenia ruchu. Po tej wyczerpujgcej analizie mozemy
przystgpi¢ do obliczen.

1. Toczenie bez poslizgu.
Prawo dynamiki dla ruchu postepowego:

ma =mgsind — 7T , (1)

Prawo dynamiki dla ruchu obrotowego:

Be =TR. 2
Brak poslizgu:
v=wWR [ a=¢R. (3)
Nierowno$¢ tarcia statycznego:
T < fingcosa . (4)

Z rownan (1), (2) i (3) mozemy wyznaczy¢ trzy wielkosci: a, T i € . W tym celu z réwnan (2) i (3)
znajdujemy najpierw zwigzek

Ba
o =T, ()



ktory wstawiamy do (1), dostajac

_ . Ba
ma = mgsma F, (6)
stad
_ mgsind gsind
m +£2 1+ 32 ' (7)
mR

1+ mR? : 8)

Przekonujemy sie, ze istotnie 7' rosnie wraz z katem O . Tarcie maksymalne zostaje osiagniete
dla kata O, spetniajgcego réwnanie

T= - mgsind, = fmgcosa,

-

Rozwigzanie dane wzorem (7) obowigzuje wiec dia katow O spetniajgcych warunek

E (10)

Dla tych wartosci katow mozemy bez klopotu obliczy¢ w elementamy sposéb koncowg predkosé
kulki. Poniewaz dtugo$¢ rowni wynosi //sind , a przyspieszenie dane jest wzorem (7). To ze
zwigzku

: ©)

1+

mR>
g, =fE+ 2

2
a< arctgf% + m;?

stusznego ogdlnie w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej, dostajemy:

b2 =9 h gsina _ 2hg
sina1+ B 1+ B daa=sa,. (11)

mR? mR?

Zauwazmy, ze w przypadku toczenia bez poslizgu predkos¢ punktu, do ktérego
przytozona jest sita tarcia, wynosi zero — sitg tarcia nie wykonuje zatem pracy



i do wyznaczenia predkosci koncowej moglibysmy skorzysta¢é z zasady
zachowania energii mechanicznej. Uwzglednienie energii ruchu obrotowego

. _ . B )
prowadzi wtasnie do charakterystycznego czynnika 1+ e we wzorze (11), ktéry
m

poza tym jest podobny do wzoru dla spadku swobodnego v’ =2gh.

2. Rozpatrzmy teraz toczenie z poslizgiem. Réwnania (1) i (2) nie ulegajg
oczywiscie zmianie. Zamiast rownania (3) i nierdbwnosci (4) mamy w tym
przypadku

V=—WR >0, (12)
T = fing cosq . (13)
Podstawiajac teraz znang site Tze wzoru (13) do réwnan (1) i (2) dostajemy
natychmiast:
a = gsind — fgcosd (14)
¢ :ﬁnchosa , (15)
B
a wiec zaréwno ruch postepowy, jak i obrotowy sg jednostajnie przyspieszone.
Mozemy wyznaczy¢ predkosci - liniowg i katowg - dla dowolnego czasu ¢:
v :t(gsinO( —fgcosO() ,
_tfng cosa
T
Wstawiajgc znalezione rozwigzania do nierownosci (12) dostajemy po skroceniu
przez t

w

fimgR cosQ

gsina — fgcosa > R

mR*
toQ > + _
g f% BE

OczekiwaliSmy na podstawie dyskusji jakosciowej, ze warunek na toczenie
z poslizgiem bedzie przeciwny do warunku na toczenie bez poslizgu, ale nie
zaszkodzito sie o tym przekonac. Obliczenie predkosci koncowej nie nastreczy takze
teraz zadnych ktopotéw skoro znamy przyspieszenie i przebytg odlegtosé.

lub po uproszczeniu

v = 2fzg (sina = £ cosa) = 2hg(1- ferga ) (17)
sina
dlaa>a,

Aby zrobi¢ szkic wykresu, musimy podstawi¢ warto§¢ momentu bezwtadnosci.

W zadaniu tego typu uczen moze skorzysta¢ ze znanego wzoru na moment
- , .. 2 . 2
bezwtadnosci kuli bez wyprowadzenia. Podstawiajac B =gMR2 oraz wartos¢ f =;

do wzoréw (9), (11) i (17) dostajemy:

1ga, = + =10 a, =45°,

o
0T
W —
0 I
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v? :7gh dla a <45°, (18)

2
v:i=2 hB——ctuEdlaa>45°. 18’
ghtl = ciga L (18")

Nietrudno przekonac sie, ze wzory (18) i (18') przedstawiajg funkcje ciggta. Istotnie,
przechodzac w drugim wzorze do granicy ao <45° dostajemy:

2 10

lim 2gh - = crga 0= - gh

mzg - 7Cg g 7 gn,
a wiec tyle samo, ile daje wzoér (18) obowigzujacy dla a <45°. Mimo ciggtosci, na
wykresie bedzie charakterystyczne zatamanie, gdyz czes¢ wykresu jest oczywiscie
odcinkiem réwnoleglym do osi @, a cze$¢ funkcjg rosnaca od wartoSci /17O gh, dla
o =45°, do wartoéci ./2hg , dla a =90°. A oto szkic wykresu.
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Rys. 15

Mogtoby sie na pierwszy rzut oka wydawac, ze wynik jest sprzeczny z zasadg
zachowania energii. Przeciez dla wszystkich katow 0 wysokos¢ %, a wiec i zmiana
energii potencjalnej, jest ta sama. Dla a <45° Zadna czesc tej energii nie rozprasza
sie na ciepto (sita tarcia nie wykonuje pracy, gdy nie ma poslizgu), a mimo to
konncowa predkos¢ jest mniejsza dla matych katéw niz dla katow, przy ktérych na
pewno czes$¢ energii mgh zamienia sie na ciepto! Pamietaé musimy jednak jeszcze
0 energii ruchu obrotowego. Dla katow a <45° jest ona statym utamkiem energii
ruchu postepowego, a dla katow wiekszych zaczyna szybko malec. Jej ubytek jest
wiekszy, niz wzrost energii kinetycznej ruchu postepowego, a wiec wydzielajace sie
ciepto jest dodatnie, o czym mozna przekonac sie stosujgc wprowadzone wzory. Nie
bedziemy juz tego robié, sprawdzimy jedynie spogladajac na wzér (18), ze dla
o =90°, kiedy zniknie nacisk (kula spada po prostu obok pionowej deski), czyli kiedy
znika i tarcie, i ruch obrotowy, wtedy energia kinetyczna ruchu postepowego réwna
sie po prostu mgh .



Korzystajgc z okazji chcielibysmy przedstawic tu dowcipny sposob znalezienia
wzoru na moment bezwtadnosci kuli nie odwotujgc sie do catkowania, a jedynie
korzystajac z podstawowej definicji momentu bezwtadnosci jako odpowiedniej sumy
obejmujacej wszystkie punkty materialne, na jakie faktycznie lub w wyobrazni
podzieli¢ mozemy bryte:

B=% mp’ (19)
oraz z pewnych argumentéw symetrii.
Ze wzoru (19) jasno wynika, ze moment bezwtadnosci kuli musi by¢
proporcjonalny do jej catkowitej masy i kwadratu promienia
B =yMR’. (20)
Celem obliczen jest ustalenie wartosci wspoétczynnika liczbowego Y. Aby to zrobig,

obliczmy najpierw moment bezwtadnos$ci bardzo cienkiej powtoki kulistej o masie m i
promieniu R. Wprowadzajac uktad wspéirzednych prostokatnych z osig Oz

skierowang wzdtuz osi obrotu, mozemy moment tej powtoki B, zapisa¢ w postaci:

B, =Y mp2 =y mx; +y7), (21)
gdzie x, oraz y, sg wspoétrzednymi i-tego punktu. Fakt, ze x” +y’ =77, jest jeszcze
jednym zastosowaniem prawa Pitagorasa. Jesli chwilke pomyslimy, to natychmiast
zrozumiemy, ze ze wzgledu na symetrie powtoki kulistej, to znaczy ze wzgledu na

geometryczne rownouprawnienie wszystkich trzech osi, musi byC spetniona
nastepujgca réwnosc:

zmixiz = zmiyiz = zmiziz . (22)

Oznaczmy wspodlng wartos¢ tych sum literg 4. Mamy:
3A:Zml.xi2 +Zmiyl.2 +zmizl.2 :Zmi(xf +y’ +27) (23)

ale x’ +y’ +z’ =R’ dla wszystkich punktéw powtoki! Zatem

skad
A=—mR*. (24)
Wracajac do wzoru (21) mamy

B, =Y mxl+Y my? =24,

czyli



B = ngz. (25)
3

P

Znajac ten wzér bedziemy mogli wyznaczyé Y we wzorze (20).

Rozpatrzmy w tym celu powtoke kulista o skonczonej grubosci € i
zewnetrznym promieniu R . Jezeli jest ona wykonana z materiatu o gestosci P, to jej
masa wynosi

3

—thRz 4 n(R-¢) ¥ (26)

a moment bezwtadnosci rowny jest roznicy momentu bezwtadnosci kuli o promieniu
R i kuli o promieniu R-¢g, z ktorych kazdg wykonano z materiatu o tej samej
gestosci co powtoke.

Korzystajagc ze wzoru (20) znajdujemy moment bezwtadnosci dla naszej

powtoki (0znaczamy go symbolem B,,(S) ):

B,[e) =yp 'R ~yp (R ¢ (R¢]" = Trpy[R" ~(R¢)].
(27)

Korzystajac z (26), wyeliminujmy z powyzszego wzoru gestos¢ materiatu P

R

B =Y (ke

s’R4+R (R-¢)+R*(R- )2+R(R‘§)3+(R‘5)4‘
e ealr-c)+(R-e]

(28)

W otrzymanym wzorze mozemy przejs¢ do granicy z € - 0, dostaniemy wtedy
moment bezwitadnosci powtoki o zerowej grubosci. Moment ten juz obliczylismy
wczesniej. Porownujgc wzor (25) z granica, do ktérej dgzy prawa strona wzoru (28),
dostajemy:

2

I YA Y R RS
€-0

R>+R(R-¢) +(R-¢)

Obliczenie granicy jest wyjatkowo proste, gdyz polega po prostu na podstawieniu
€ =0. Dostajemy:

2 5R*
R2
3 TR

czyli

(29)



Ostatecznie udowodniliSmy, ze moment bezwtadnosci kuli wyraza sie wzorem

B=3MR2.
5
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