XXI OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP |
Zadanie doswiadczalne

ZADANIE D1

Zmierz okres drgan stosunkowo masywnego ciata zelaznego o ksztatcie w miare
optywowym (np. gtébwki miotka), zawieszonego na dtugiej nici i zanurzonego w
wodzie (np. w wannie lub duzej miednicy odpowiednio ustawionej). Zastanow sie,
czy wykonany pomiar okresu wahan moze stuzy¢ do wyznaczenia stosunku ciezaru
wiasciwego zelaza do ciezaru wtasciwego wody.

ROZWIAZANIE ZADANIA D1
Narzuca sie mysl, ze obecnos¢ sity wyporu powinna zmieni¢ wartos¢ okresu drgan

wahadta zanurzonego w cieczy w poréwnaniu z okresem drgan tego samego
wahadta w powietrzu.
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Przyjmijmy wiec narazie, ze jest to jedyna sita, ktorg trzeba uwzgledni¢ (obok,
oczywiscie, sity ciezkosc¢i). Réwnanie ruchu przyjmie postac

Pro H.
=m - 1
e o s "

Réwnanie ruchu wahadta w powietrzu (czyli praktycznie w prozni) jest

ma = mg sin (2)
Réznica miedzy nimi polega jedynie na tym, Zze wspotczynnik & w rownaniu (2)
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Dzielgc stronami oba powyzsze rownania i podnoszgc do kwadratu dostaniemy:
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co po prostym przeksztatceniu mozna zapisa¢ w postaci
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Pomiar wykonany dla zwykfego miotka zawieszonego na sznurku o dtugosci ponad
1 m dat w wyniku

7> 40
e é%g =0,79,

co po podstawieniu do (4) prowadzi do gestosci wzglednej zelaza

1
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Jest to wynik réznigcy sie znacznie od rzeczywistej wartosci gestosci zelaza rownej
7,8 — 7,9 (w zaleznosci od obrébki). W tej sytuacji nie warto zajmowac sie nawet
oszacowaniem btedu przypadkowego pomiaru, gdyz jest jasne, ze powazny btad
musi tkwi¢ w samej metodzie. By¢ moze zaniedbanie oporu lepkiego wody
wprowadzito tak duzy btgd? Postarajmy sie oszacowac wptyw tego czynnika.
Rozwazmy w tym celu ruch ciata, na ktére dziatajg dwie sity — sita proporcjonalna do

wychylenia, pod wptywem ktérej ciato wykonywatoby drgania z czestoscig w,, i sita
oporu lepkiego proporcjonalna do predkosci. Réwnanie ruchu tego ciata ma postac¢:
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gdzie O jest pewng stata charakteryzujagcg wielkos¢ oporu. Nie bedziemy tu
stosowali ogodlnej metody rozwigzania takiego rownania, ktéra przekracza
niewatpliwie mozliwosci ucznia, ale postaramy sie wyciagng¢ pewne wnioski
odwotujgc sie czesciowo do doswiadczenia.

Z doswiadczenia wiadomo, ze réwnanie takie opisuje drgania ttumione o amplitudzie
malejgcej w czasie. Zastanéwmy sie, czy mozna na postawie bardzo ogodlnych
argumentoéw wykazaé, jaki musi by¢ charakter tych zmian. Wyobrazmy sobie, ze
wychylilismy punkt materialny do potozenia x, i pusciliSmy go swobodnie. Po
wykonaniu petnego wahniecia punkt powroci do potozenia odlegtego od srodka
drgan o jakies x, <x,. Rozpoczyna sie nowy cykl ruchu, tym razem z wychyleniem

poczatkowym x,, ktéry zakonczy sie w potozeniu x;. Co mozna powiedzie¢ o x;?



Wyobrazmy sobie, ze przytrzymalismy na chwile wahadto w potozeniu x, i
zmieniliSmy na Swiecie uktad jednostek, mianowicie skrocilismy dtugos¢ wzorca

s x . - . . r . . . r r
metra w proporcji 7x2 .Liczba wyrazajgca w rzeczywistosci mniejszg dtugosé x,
1

bedzie w nowym systemie miar réwna liczbie opisujacej dtugos¢ x, w starym
systemie miar. W nowym uktadzie skala czasu pozostaje ta sama — nie zmieni sie

wiec W,. Nie zmieni sie rowniez wspotczynnik @ majgcy podobnie jak W, wymiar —.
S

Nie zmieni sie wiec i rownanie (5). W nowej sytuacji mamy rozwigzac identyczne z
przypadkiem poprzednim réwnanie z identycznym (liczbowo — cho¢ nie fizycznie)
wychyleniem poczatkowym. W wyniku — jako konncowe wychylenie, po wykonaniu
petnego wahniecia, musimy dosta¢ te samg co poprzednio liczbe x,, opisujacq

odlegtos¢ x; w nowym ukitadzie miar. Odlegtos¢ ta po powrocie do zwyktego

X
systemu metrycznego wyrazi sie liczbg mniejsza od x, o czynnik zmiany skali 72
1

Ostatecznie

_ . X
'x3 _-‘x2 )
xl
czyli
L
X, X

Rozumowanie powyzsze odnosi sie do kazdych 3, kolejnych wychylen — dochodzimy
wiec do wniosku, ze kolejne amplitudy male¢ muszg w postepie geometrycznym.
Amplitudy te sg zarazem wychyleniami w kolejnych czasach rosngcych wedtug
postepu geometrycznego. Oznaczajac n — tg amplitude symbolem 4,, a iloraz
postepu literg g, mozna napisacé

-nT

A =x(nT)=xq" =x4q " .

n

Zastepujac wyrazenie nT czasem biezacym ¢, mozemy napisa¢ réwnanie stuszne
jedynie dla czaséw ¢ bedacych wielokrotnoscig okresu T.
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Korzystajgc ze znanego wzoru g” =" stusznego dla dowolnego ¢>0 i
wybierajgc dla wygody ¢ =e (réwne podstawie logarytmow naturalnych) mozemy
napisac



gdzie A jest nowg statg zastepujaca i tak nie wyznaczong na razie statg ¢ .

A co mozna powiedzie¢ o wychyleniu pomiedzy chwilami czasu nT i (n+1)T’?
Przyjmiemy dos¢ naturalne zatozenie, ktore za chwile potwierdzimy, ze w tych
chwilach posrednich amplitude A(t) trzeba pomnozy¢é przez funkcje — coswr
opisujgcag drgania harmoniczne:

x(1) = x,e™ cosar. (6)

Teraz nalezy wstawic te posta¢ funkcji do réwnania (5) i sprawdzi¢, czy mozna tak
dobra¢ state A i W, by rownanie to byto istotnie spetnione. Pozwoli to nam nie tylko
przekonaé¢ sie o stusznosci rozumowania prowadzgcego do (6), ale i wyznaczyé
nowg czestosé W i stata ttumienia A.

Obliczamy pochodne:

dx . s
0 =—x,Ae™ coswr —wx,e ™ sin wx,
t
d’x . A .
o x Ne™ coswr +2x,wAe™ sin Wt — x,w’ e coswr
t

| wstawiamy do rownania (5). Dostajemy:

x,e M[A” cosr — 20\ sin W —W” coswr] = —0; x,e " coswr +0x,Ae ™ coswr +0iwx,e ™ sin .
Po podzieleniu obu stron przez x,e™ i uporzadkowaniu, dostajemy
N -+ —(x)\)cosoot+(2w?\ —0w)sinar =0

Réwnanie to bedzie spetnione we wszystkich chwilach czasu wtedy i tylko wtedy,
gdy oba nawiasy stojgace przy funkcjach sinwr i coswt bedg z osobna réwne zeru.
Dostajemy:



Ostatni wzor swiadczy o tym, ze uwzglednienie sity oporu prowadzi nie tylko do
zmniejszania sie z uptywem czasu amplitudy, ale i do zmiany czestosci drgah W w
poréwnaniu z wartoscig W, dla oscylatora niettumionego.

Wréémy teraz do naszego miotka. Jakosciowa obserwacja wskazuje, ze po
jednym okresie amplituda zmniejsza sie nie wiecej niz o 2 — 3 %. Przyjmijmy dla
wiekszej pewnosci nawet 10%. Oznacza to, ze

e™>09
czyli

At<In10-1n9=230-2,20=0,1 (8)

Réwnanie (7) mozemy przepisa¢ w postaci:

Co po pomnozeniu przez 7% daje
2
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Korzystajgc z oszacowania (8) dostajemy
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Przekonujemy sie, ze wptyw ttumienia na okres wahan jest w naszym przypadku
catkowicie zaniedbywalny. Nie ttumienie jest wiec przyczyng powaznej rozbieznosci
miedzy wartoscig gestosci zelaza wyznaczong przez nas a wartoscig tablicowa.

Jest jeszcze jeden czynnik catkowicie przez nas dotychczas zaniedbany.
Zauwazmy, ze kiedy mtotek zaczyna przemieszcza¢ sie w wodzie, to i woda musi
wykonywac ruch, pewna porcja wody musi bowiem zajg¢ wczesniejsze potozenie
miotka, a inna czes¢ wody musi ustgpi¢ ,robigc miejsce” poruszajgcemu sie
miotkowi. Gdybysmy podchodzili do naszego =zagadnienia drgan od strony
energetycznej obliczajgc energie kinetyczng i potencjalng catego uktadu — to
musielibySmy koniecznie uwzgledni¢ energie kinetyczng ruchu wody. Energia
potencjalna wody zostata juz przez nas uwzgledniona poprzez prawo Archimedesa,



H,0

co wyrazito sie zastgpieniem & przez g%— E w réwnaniu ruchu. Energie

Fe
kinetyczng wody mozemy uwzgledni¢ przyjmujac, ze przy predkosci ciata U , porusza
sie nie tylko masa m, ale i pewna ,efektywna” masa wody, ktéra powinna by¢
proporcjonalna do objetosci zajmowanej przez mtotek.
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Zatem obecnos¢ wody nie tylko zmniejsza site sprowadzajgc wahadto do

Pro

potozenia rownowagi, co wyraza dodatkowy czynnik E— E we wzorze (3), ale

Fe
ponadto zwieksza bezwtadnos¢ wahadta. Korzystajac ze znanej postaci wzoru na
okres drgan oscylatora T = 21'[\/?, widzimy, ze taki wzrost bezwtadnosci powinien

zmodyfikowacé wzor (3) do postaci

Poniewaz nie dysponujemy zadnym prostym sposobem obliczenia Y, dochodzimy
do przekonania, ze metodg badan okresu wahan wahadta w wodzie nie mozna
wyznaczy¢ gestosci materiatu, z ktérego wahadto jest wykonane. Skoro juz jednak
wykonalismy pomiary, a wielkos¢ p, tatwo znalez¢ w tablicach, to mozemy
postuzy¢ sie tymi wynikami do obliczenia wartosci Y, czyli masy wody ,unoszonej’
wraz z wahadtem. Postugujac sie danymi, ktore uzyskat doswiadczalnie autor tej
ksigzeczki, otrzymuje sie
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czyli
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co zgadza sie z naszg intuicja. Warto$¢ Y =1 oznaczataby, ze masa wody
,dofgczona” do ruchu mtotka réwna sie po prostu masie wody wypartej przez miotek.

Obliczenia teoretyczne dla ciata o ksztatcie kuli dajg wartos¢ y = 12. Warto dodac,

ze wartos¢ Y  zalezy w sposob istotny od ksztattu ciata i dla bryty tak nieregularnej
— z matematycznego punktu widzenia — jak gtéwka mtotka, obliczerh dokona¢ mozna
jedynie na komputerze, stosujac caty ztozony aparat matematyczny hydrodynamiki.
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