
Warunek 0 ≤ T2 ≤ µN2 w połączeniu z powyższym daje 0 ≤ 2µ−1
2(µ−1)P ≤ µ

2 P
2(µ−1) czyli µ − 1 > 0

oraz 2µ−1 ≤ µ2. Warunek 2µ−1 ≤ µ2 jest spełniony zawsze, zatem nasze zagadnienie ma rozwiązanie

jésli µ > 1 — działające siły są wtedy dane wzorami (5). Zauważmy, że N2 =
µP

2(µ−1) =
P
2

(
1 + 1

µ−1

)

jest (dla µ > 1) malejącą funkcją µ, czyli jest spełnione założenie, że minimalne N2 odpowiada
skrajnemu przypadkowi z (2), (3).

Zatem ostatecznie

N1 =
P

2 (µ− 1)
, N2 =

µP

2 (µ− 1)
, (6)

przy czym, aby sytuacja opisana w zadaniu była możliwa, µ musi býc większe od 1.
Punktacja zadania 1.

Warunki równowagi sił i momentów sił (wzory (1) lub równoważne) — 3 pkt.
Przyjęcie, że minimalne N2 odpowiada jednemu ze skrajnych przypadków T1 = µN1 lub T2 = µN2

(punkt nie przysługuje za zapis, z którego wynika żądanie spełnienia obu warunków jednoczésnie) —
1 pkt.

Siły nacisku przy założeniu T2 = µN2 (wzory (4)) lub argumentacja pozwalająca na odrzucenie
tego przypadku) — 2 pkt.

Siły nacisku przy założeniu T1 = µN1 (wzory (5)) — 2 pkt.
Wybór włásciwego rozwiązania z uzasadnieniem (wzory (6)) — 2 pkt.

Rozwiązanie zadania 2.

Zgodnie z prawem Faradaya siła elektromotoryczna indukowana w obwodzie wynosi E = −dΦ
dt
,

gdzie Φ jest strumieniem pola B. Jésli opór drutu jest bardzo mały, to ta siła elektromotoryczna
spowoduje przepływ bardzo dużego prądu. Taki prąd będzie wytwarzał pole magnetyczne przeciw-
stawiające się zmianie Φ. W granicy oporu dążącego do zera wytworzone pole magnetyczne może
býc dowolnie duże, czyli w tej granicy strumień pola B przechodzący przez powierzchnię ograniczoną
drutem nie może się zmieniác. Zatem przy opisywanych w zadaniu deformacjach solenoidu natężenie
prądu zmieni się tak, by strumień pozostał stały.

Z prawa Ampère’a wynika, że wewnątrz solenoidu (ponieważ jest to standardowy wzór szkolny,
nie przedstawiamy jego wyprowadzenia)

B = µ0I
N

l
, (7)

gdzie µ0 jest przenikalnóscią magnetyczną próżni.
To pole jest równoległe do solenoidu, a jego wartóśc jest taka sama w każdym punkcie przekroju

i nie zależy od kształtu tego przekroju. Mamy zatem

Φ = BS, (8)

gdzie S jest polem przekroju poprzecznego solenoidu.
1a) Ponieważ S zmalało dwukrotnie, a Φ = const, zatem indukcjaB musiała dwukrotnie wzrosną́c.

Z wzoru B = µ0IN/l wynika, że natężenie prądu wzrosło dwukrotnie.
1 b) Początkowa energia pola magnetycznego wynosiła Em =

1
2µ0
B2 · πr2l (gęstóśc energii pola

pomnożona przez objętóśc zawartą wewnątrz solenoidu; można również oprzéc się na wzorze Em =
LI2/2). Dwukrotny wzrost B oznacza czterokrotny wzrost gęstósci energii, a po pomnożeniu przez
dwukrotnie mniejszą objętóśc otrzymujemy podwojenie energii pola. Wykonana praca jest więc
równa początkowej energii:

W = Em =
µ0π

2l
N2r2I2 (9)

2a) Warunek 2l
N
≪ r oznacza, że wydłużenie solenoidu nie pociągnie za sobą zmniejszenia r, więc

skoro Φ = const, to i B = const. Na podstawie wzoru B = µ0IN/l wnioskujemy, że w tym przypadku
również nastąpi dwukrotny wzrost natężenia prądu.
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2b) Wykonana praca jest równa różnicy końcowej i początkowej energii pola magnetycznego

W =
µ0π

2 · 2l
N 2r2 (2I)2 −

µ0π

2l
N2r2I2 =

µ0π

2l
N 2r2I2. (10)

Jest to taki sam wynik jak w pkt. 1 b).
3. Zgodnie z pkt. 2 energia pola magnetycznego sprężyny o długósci lx wynosi

Em =
1

2µ0
B2 · πr2lx, (11)

przy czym B = µ0IN/l jest stałe. Całkowita energia

Ec = Em +
1

2
k (lx − l0)

2 =
1

2µ0
B2 · πr2lx +

1

2
k (lx − l0)

2 (12)

jest minimalna w stanie równowagi, czyli dla lx = l. Korzystając ze wzoru na minimum funkcji
kwadratowej otrzymamy

l = l0 −
1

k

1

2µ0
B2 · πr2.

Stąd

l0 = l +
1

k

1

2µ0
B2 · πr2 = l +

1

k

µ0
2

N2

l2
πr2I2. (13)

Przepływ prądu powoduje więc takie skrócenie sprężyny, jakby działała na nią siła ściskająca
F = µ0

2
N2

l2
πr2I2.

Punktacja zadania 2.

Warunek Φ = const wraz z uzasadnieniem — 2 pkt.
Wzory (7) oraz (8) — 1 pkt.
Dwukrotny wzrost natężenia prądu w przypadku 1. — 1 pkt.
Wykonana praca w przypadku 1. (wzór (9)) — 1 pkt.
Dwukrotny wzrost natężenia prądu w przypadku 2. — 1 pkt.
Wykonana praca w przypadku 2. (wzór (10)) — 1 pkt.
Energia całkowita w przypadku 3. (wzór (12)) — 1 pkt.
Długóśc swobodna sprężyny (wzór (13)) — 2 pkt.

Rozwiązanie zadania 3.

Gdy grzałka jest wyłączona, zmiana temperatury czajnika od chwili t do chwili t + ∆t jest dla
małych ∆t równa

∆T = (TP − TO) e
−αt−α∆t − (TP − TO) e

−αt =
(
e−α∆t − 1

)
(TP − TO) e

−αt = −α∆t (TP − TO) e
−αt.
(14)

Oznacza to, że szybkóśc, z jaką czajnik o temperaturze T oddaje ciepło otoczeniu (lub pobiera,
jésli T < TO), wynosi

C
∆T

∆t
= −Cα (TP − TO) e

−αt = −Cα (T − TO) , (15)

gdzie C jest pojemnóscią cieplną czajnika z wodą.
Gdy jest włączona grzałka o mocy P , szybkóśc dopływu energii do czajnika o temperaturze

T wynosi w sumie −Cα (T − TO) + P , zatem równanie na szybkóśc zmian temperatury czajnika
przyjmie postác

C
∆T

∆t
= −Cα (T − TO) + P. (16)
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