Rozwigzanie zad 1.

Rozstrzygniecia, czy opisane ustawienie prostopadloscianu jest stanem rownowagi trwalej mozna
dokonaé¢ analizujgc przemieszczenie srodka masy S podczas wychylenia (patrz rysunek). Za-
uwazmy, ze poniewaz podstawa prostopadtoscianu jest ptaska, wystarczy rozpatrywaé¢ wychyle-
nie prostopadlo$cianu tylko w jednej, dowolnie wybranej ptaszczyznie. Umiesémy poczatek
uktadu wspotrzednych w srodku podstawy potkuli i skierujmy o$§ y pionowo do dory, a 0§ x —
poziomo, zgodnie z kierunkiem wychylenia klocka. Niech (z1, y;) oznacza wspotrzedne srodka
masy klocka, (x2, y2) — wspolrzedne Srodka podstawy klocka, a (3, y3) — wspotrzedne punktu
stycznosci klocka z potkula. Kat wychylenia klocka oznaczmy przez 6.

A

\J

I spos6b — rozwazenie momentéw sit wzgledem chwilowej osi obrotu.

Warunkiem réwnowagi jest, aby moment silty ciezkosci klocka wzgledem chwilowej osi obrotu
przeciwstawial sie wychyleniu klocka. Poniewaz poniewaz ta o$ przechodzi przez przez punkt
stycznosci klocka z potkula, oznacza to, ze dla x3 > 0 (tak jak na rysunku) powinno by¢
Ty —x3 < 0.

Poniewaz klocek toczy sie po poétkuli bez poslizgu, odlegtosé srodka podstawy klocka od punktu
stycznosci klocka z potkula wynosi Rf. Stad

x9 — x3 = —RO cos 0. (1)

7 rozwazan geometrycznych dostaniemy

L1 — Ty = Esiné’, (2)
a zatem I
Ty — T3 = Esine—R@COSQ. (3)
Dla matych 6 otrzymamy
L L

Poniewaz warunek rownowagi oznacza r; — xr3 < 0 dla 8 > 0, otrzymujemy

L
§—R<O.



Stan rownowagi mamy wiec dla

L < 2R. (5)

11 spos6b — rozwazenie energii potencjalne;j.

Dane potozenie jest potozeniem rownowagi trwalej, jesli energia potencjalna jest tam (lokalnie)
minimalna. W rozwazanym zagadnieniu energia potencjalna jest rowna mgh, gdzie m jest masa
klocka, a h = y;, zatem wystarczy rozwazy¢ wysokos¢, na jakiej znajduje sie srodek masy.

W stanie rownowagi ta wysokosé¢ wynosi

L
ho=R+ 3.

Po wychyleniu prostopadltoécianu o kat 6, wysokos$¢ na jakiej znajdzie sie srodek masy bedzie
réwna
h=uyr= (1 —y2) + (v2 — y3) + us,

gdzie, jak wynika z rysunku, mamy

L
Y1 — Y2 = b) cost, (6)
Yo — y3 = ROsin0, (7)
ys = Rcos@. (8)

Przy obliczeniu y, — y3 uwzgledniliémy, ze ze wzgledu na brak poslizgu odlegtosé srodka pod-
stawy klocka od punktu stycznosci klocka z potkula wynosi R6.
Zmiana wysokosci srodka masy wynosi zatem,

Ah:yl—hoz(g—kR) (cosf — 1) + Rfsinb. 9)

Potozenie poczatkowe bedzie polozeniem réwnowagi trwalej, jesli wraz ze wzrostem kata 6
bedzie wzrastato Ah. W przyblizeniu matych § mamy

L\ 0
sim ()2 a0

Z powyzszego dostajemy warunek (5): L < 2R.
Zamiast stosowaé przyblizenie malych 6, mozemy obliczy¢ drugg pochodng Ah wzgledem 6 dla
0 = 0 (pierwsza pochodna jest w tym punkcie rowna 0 ze wzgledu na symetrie Ah jako funkcji
0):
d*Ah
do?

Poniewaz funkcja ma minimum w danym punkcie, gdy druga pochodna jest tam wieksza od
zera, a pierwsza pochodna sie zeruje, dostajemy znowu warunek (5).

I L
= [_ (——|-R) cosH+2Rcos€—R«9sin9} =R——. (11)
90 2 6=0 2

Punktacja:

I sposob

Zauwazenie, ze warunkiem roéwnowagi jest, by x; — x3 < 0 gdy 23 > 0 (lub x; — 23 > 0 gdy
xr3 < 0) — 2 pkt.

Okreslenie odlegtosci w poziomie $rodka podstawy klocka od jego srodka masy (wzor (2)) — 1
pkt.

Okreslenie odlegtosci w poziomie punktu stycznosci od srodka podstawy klocka (wzor (1)) — 2
pkt.



Okreslenie odlegtosci w poziomie §rodka masy klocka od punktu stycznosci z kula (wzor (3) —
1 pkt.

Wzor (4) na odlegtos¢ w poziomie srodka masy klocka od punktu stycznosci z kula w przyblize-
niu matych odchylen — 2pkt.

Warunek réownowagi (wzor (5)) — 2 pkt.

IT spos6b

Okreslenie odleglosci pionie srodka podstawy klocka od jego srodka masy (wzor (6)) — 1 pkt.
Okreslenie odleglosci w pionie punktu stycznosci od srodka podstawy klocka (wzor (7)) — 2 pkt.
Okreslenie, na jakiej wysokosci bedzie punkt stycznosci klocka z potkula po odchyleniu klocka
(wzor (8)) — 1 pkt.

Calkowita zmiana wysokosci klocka (wzor (9)) — 2 pkt.

Wzér (10) na zmiane wysokosci srodka masy klocka w przyblizeniu malych odchylen lub druga
pochodna w 6 = 0 wysokosci §rodka masy klocka (wzor (11)) — 2 pkt.

Warunek réownowagi (wzor (5)) — 2 pkt.

Rozwigzanie zad 2.

Zgodnie z prawem Faradaya sila elektromotoryczna indukowana w obwodzie, po pominieciu

jego samoindukcji, jest rowna

d (BS cos ) da

——— = = BSsina— 12
dt dt’ (12)

gdzie S = a?, za$ « jest mierzonym od pionu katem odchylenia plaszczyzny, w ktorej w danym

momencie znajduje sie drut.

Predkos¢ katowa da/dt mozemy wyznaczy¢ z zasady zachowania energii. Po pominieciu energii

zgromadzonej w kondensatorze mamy

I 2
5 (Cfl—?) — mghcosa = 0, (13)

U=-—

gdzie
h =2a/3 (14)

jest odlegtoscia srodka masy drutu od osi obrotu, a
I = 5ma*/9 (15)

— momentem bezwladnoéci drutu wzgledem osi obrotu. Z powyzszego

da 2mgh
— = ) 1
o \/ 7 cosa (16)

Zatem
2mgh
U = BSsina nj_g Cos . (17)
Funkcja sin ary/cos @ ma maksimum dla cos o = \/?3 rowne

max(sin ay/cos @) = V3v2/3 = 0, 62. (18)

(Potozenie maksimum mozna wyznaczy¢ z warunku d (sin ay/cos @) /da = (3cos’ a — 1) /y/cosa/2 =
0, ale zgodnie z trescia zadania mozna tez byto oszacowaé jego wartos$¢ na podstawie wykresu
funkcji.)

Maksymalna sita elektromotoryczna jest zatem réwna

8
Unax = \/ —V3Ba? /2 ~ 1,0 Ba?, /2. (19)
15 a a
3



Poniewaz dioda przepuszcza prad tylko w jedna strone, napiecie miedzy oktadkami konden-
satora bedzie rowne maksymalnej sile elektromotoryczne;j.
Podstawiajac wartosci liczbowe B, a, g otrzymamy

Unax ~ 0,05 V. (20)

Punktacja:

Ogolny wzor na wyindukowana zgodnie z prawem Faradaya sile elektromotoryczna (wzor (12)))
— 2 pkt.

Wzor (16) na predkosé katowa ramki — 2 pkt.

Moment bezwtadnosé¢ ramki wzgledem osi obrotu (wzor (15)) oraz odlegltosé srodka masy ramki
od osi obrotu (wzor (14)) — 1 pkt.

Zaleznos¢ wyindukowanej sity elektromotorycznej od kata odchylenia ramki (wzor (17)) — 1
pkt.

Zauwazenie, ze szukane napiecie na kondensatorze jest rowne maksymalnej wyindukowane;j sile
elektromotorycznej — 2 pkt.

Szukane napiecie na kondensatorze (wzor (19)) — 1 pkt.

Wynik liczbowy (wzor (20)) — 1 pkt.

Rozwigzanie zadania 3.
Energia sprezonego powietrza bedzie maksymalnie wykorzystana, jesli opuszczajac silnik bedzie
ono mialo ci$nienie i temperature otoczenia, a przemiana bedzie odwracalna. Wynika to z
nastepujacych rozwazan: wylatujace powietrze nie moze mieé¢ ciSnienia mniejszego niz otocze-
nie, bo inaczej nie opuscito by silnika. Jesli to ciSnienie bytoby wieksze od cisnienia otoczenia, to
rozprezajac powietrze mozna by byto uzyska¢ dodatkowa prace. A gdyby temperatura wylatu-
jacego powietrza byla inna niz temperatura otoczenia, to mozna by zbudowaé silnik cieplny
wykorzystujacy te réznice temperatur.
W rozwazanym przypadku najprosciej jest rozwazy¢ rozprezanie izotermiczne. Zauwazmy jed-
nak, ze jesli stan konicowy i poczatkowy oraz parametry otoczenia sa ustalone, to praca wyko-
nana w dowolnym procesie odwracalnym jest taka sama,.
Zatem energia, ktora mozna wykorzystacé jest rowna pracy wykonanej przez gaz przy rozpreza-
niu izotermicznym

E=pVIn £, (21)

Po

gdzie p jest cisnieniem w zbiorniku o objetosci V', py — ci$nieniem otoczenia.
Objetosé¢ zbiornika jest rowna

4
V =nril + gm‘g. (22)

W naszym przypadku otrzymamy
E =48MJ (23)

Dla silnika spalinowego o sprawnosci 30%, przyjmujac, ze cieplo spalania benzyny jest rowne
44MJ /kg ~ 32MJ/I, otrzymujemy, ze energia potrzebna do przejechania 100km wynosi

Eioo = 0.3-32 MJ/1-5 | =48 MJ. (24)

Zatem przy zatozeniu, ze silnik osiagga maksymalng teoretyczna sprawnosé, odlegtosé jaka moze
przeby¢ rozwazany samochdéd wynosi okoto 100km.

Uwaga: Ze wzoru na energie wewnetrzng gazu U = cy NT wynika, ze energia wewnetrzna gazu
w zbiorniku i po opuszczeniu silnika jest taka sama. A zatem cala praca wykonana przez roz-
patrywany silnik jest rowna cieplu pobranemu z otoczenia. To oznacza, ze duzym praktycznym
problemem przy konstruowaniu silnika takiego typu jest wydajne ogrzewanie rozprezajacego sie
powietrza.



Punktacja:

Zauwazenie, ze silnik wykona maksymalna prace, jesli pracuje w spos6b odwracalny, a wylatu-
jace powietrze ma temperature i cisnienie takie jak otoczenie — 3pkt.

Calkowita praca, jaka moze wykonaé silnik przy rozprezaniu powietrza (wzor (21) ) — 2 pkt.
Wzor (22) na objetosé zbiornika — 1 pkt.

Wartosé liczbowa catkowitej pracy, jaka moze wykonaé silnik przy rozprezaniu powietrza (wzor
(23) ) — 1 pkt.

Wyznaczenie energii potrzebnej do przejechania 100km na podstawie zuzycia paliwa przez
samocho6d z silnikiem spalinowym (wzor (24)) — 1 pkt.

Wynik liczbowy (ok. 100km — wynik moze by¢ inny, jesli przyjeta zostala inna wartos¢ ciepta
spalania benzyny) na odleglos¢ jaka moze przeby¢ rozwazany samochod — 2 pkt.

Uwaga dla sprawdzajacych: Podany w tresci zadania wzér na prace wykonang przez gaz
doskonaly w trakcie rozprezania adiabatycznego ma bledny wspoélczynnik. Przedstawione
rozwigzanie nie korzysta z tego wzoru, jednak zgodnie z uwagg w tresci zadania, maksymalng
prace mozna uzyska¢ w dowolnym procesie odwracalnym, roéwniez zawierajacym rozprezanie
adiabatyczne. Rozprezony w ten sposéb gaz nalezaloby jednak potem w sposéb odwracalny
podgrzaé¢, np. uzywajac silnika Carno dzialajacego miedzy otoczeniem a gazem (o zmiennej

temperaturze). Otrzymamy:
(pl ) R/(cy+R)
I—(= )
p

Praca wykonana w procesie adiabatycznym

gdzie p, V' sa poczatkowym cisnieniem i objetos$cia gazu w zbiorniku, p; — ci$nieniem gazu na
konicu tego procesu, a k — wspoélczynnikiem. Rozsadne jest przyjecie, ze po tym rozprezaniu
gaz bedzie mial objeto$¢ rowna objetosci koncowej Vo = pV/py (w przeciwnym razie procz
podgrzewania, trzeba go bedzie jeszcze sprezaé lub rozpreza¢). Korzystajac z rownania adiabaty
pV"* =p V7, gdzie k = (¢y + R) /ey, otrzymamy

plzp(K)”zp(@)”
Vo p)
kR/(cv+R) Rfey
1—(@) ]:k-pv 1—(@) ]
p p

Uwzgledniajac, ze mamy do czynienia z n = pV/ (R1y) molami gazu, jego temperatura gazu
po tym procesie bedzie rowna

Wad:k:-pV

zatem

W =k-pV

k—1
p1Vo p1Vo Po

T, = = To= | — Th.

YT aR v Y (p) "

Pobierajac ciepto z otoczenia o temperaturze Ty i podgrzewajac w procesie odwracalnym n moli
gazu od temperatury 17" do T+ dT, mozemy uzyskaé¢ prace

dW:TO_T

nc,dT,



zatem catkowita praca uzyskana przy podgrzewaniu gazu wynosi

ry—-T T
Wpodg = / OT ’ncvdT = NCy (TO In TO — TO + T1>

Ty 1
—K k—1
Cy Do Po
() )
R p
R/cy
—pVIn 2 4 pv 1—(@) ]
Po p

Zatem cala praca jest réwna

_ _ P _ &
W_Wad+Wpodg_pV1np0+(k R>pv

R/cy

1— (72) .

p
Przyjmujac k = ¢,/R dostaniemy wzor (21), jednak dla wspolezynnika podanego w tresci
zadania dostajemy blednie

R/cy
1- (@) .
p

Jesli uczen, przeprowadzajac przedstawione rozumowanie, uwzgledniajac £k = R/c,, dostal
powyzszy wzor, ten fragment rozwigzania nalezy uznaé¢ za poprawny.

Jeszcze innym sposobem wyznaczenia szukanej pracy, jest rozprezenie adiabatyczne do cignienia
otoczenia py, a nastepnie izobaryczne podgrzewanie gazu przy uzyciu silnika Carno. Wynik,

jaki uzyskamy w takim przypadku, jest nastepujacy
(po) R/(cv+R)
1— (= .
p

R ¢
W=pVin L + (——C—>pV
Po Cy R

W:len]%Jr(k—%’)pv




