LVI OF - rozwiazania zadan - stopien I, czesé 1

Rozwigzanie zadania 1
Rozwazmy najpierw jedna staczajaca sie sfere o masie m i promieniu r. Z zasady za-
chowania energii wynika, ze predko$¢ sfery po obnizeniu sie o wysokoéé z spetnia zwiazek
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gdzie I jest momentem bezwladnosci sfery wzgledem §rodka masy. Poniewaz I/(mr?) jest
takie samo dla kazdej sfery, powyzszy wzor oznacza, ze predkoéé sfery, a zatem réwniez
przyspieszenie, nie zalezy od jej rozmiaréw. Biorac pod uwage poczatkowe ustawienie
sfer, oznacza to, ze wewnetrzna sfera nie wptywa na ruch sfery zewnetrzne;j.
Odp. Predko$¢ bedzie taka sama.
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Poniewaz lina jest niewazka, nie ma znaczenia kat ustawienia wzgledem pionu fragmentu
liny lezacego na szorstkiej powierzchni, wazne sg tylko kierunki i wartoéci sit dziatajacych
na korice tego fragmentu. Zatem maksymalna masa ciezaru w drugim przypadku tez
bedzie réwna m;.
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Poniewaz wzro$nie gestos¢ wody, wzroénie sita wyporu. A zatem szalka z woda obnizy

sie.
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Skoro pies wrocit do Adasia to ¢p — ¢ = 2w, gdzie ¢p jest katem odpowiadajacym
zmianie polozenia psa wzgledem ziemi.

Moment bezwladnoéci psa wzgledem osi obrotu karuzeli jest rowny Ip = mr?.

7, zasady zachowania momentu pedu wynika, ze

¢xlx + oplp =0,
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Rozwazmy najpierw sytuacje, w ktoérej zawodnik plynie do brzegu, nastepnie biegnie
wzdluz niego, a potem znowu ptynie do punktu B. Korzystajac z analogii z optyczna
zasada Fermata, kat pod jakim powinien ptynaé do brzegu powinien spetniaé¢ warunek

1 . 1 .

—sina,, = —sin qy,
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gdzie o, jest katem jaki tworzy cze$¢ wodna toru z normalna do brzegu (kat "pada-
nia") a oy = 7/2 (kat "zalamania"). Zatem sina,, = v,/v. Stad dlugosé¢ toru czesci

wodnej wynosi 2h/cosa, = 2h/\/1 — (v,/v))?, a czedci ladowej — d — 2htga, = d —
2h(vy /1) /)1 — (v /v;)?. Zatem czas dotarcia do punktu B wynosi w tym przypadku
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Z drugiej strony czas przeptyniecia od punktu A do B wynosi d/v,. Zatem aby nie
optacato sie pltynaé¢ do brzegu, musi by¢

d
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W naszym przypadku otrzymamy a,, = 30°, 2cos oy, /(1 — sina,,) = 2v/3 < 3600/1000,
zatem zawodnik powinien plynaé do brzegu, pod katem 60° w stosunku do niego, przebiec
po ladzie, a potem ptyna¢ pod katem 60° w stosunku do brzegu do punktu B.
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Zauwazmy, ze z punktu widzenia mechaniki rozwazany pret jest rownowazny dwém iden-
tycznym punktom materialnym o sumarycznej masie réwnej masie preta, potaczonym
niewazkim, sztywnym tacznikiem o dlugosci [ tak dobranej, zeby momenty bezwtadnosci
tego uktadu byly takie same jak preta. Zatem zamiast rozpatrywaé ruch preta, rozpa-
trzmy nasz uktad punktéow. W poczatkowej sytuacji kazdy z nich porusza sie po okregu
0 promieniu ésina z predkoscia o wartosci v = w(l/2)sina. Taki ruch danego i-tego
(1=1,2) punktu materialnego jest wymuszany przez: sile F) ;dzialajaca wzdtuz tacznika
oraz s1lq Ei - prostopadtla do tacznika i do wektora predkosci punktu (patrz rys. 1). Suma
sit F, i oraz ich momentéw jest réwna 0 natomiast suma momentow sit E | jest niezerowa
i jest r6wna momentowi sit wiezéw zewnetrznych w stosunku do preta i wymuszajacych
rozwazany ruch. Gdy te wiezy przestang dziala¢ (tzn. gdy o$ peknie), réwniez sity
F, 1 stang sie réwne zeru. Zatem jedynymi sitami, jakie beda dziata¢ na nasze punkty
materialne, beda sity rownolegte do tacznika. Poniewaz tacznik jest nierozciagliwy, otrzy-
mamy ruch po okregu o promieniu //2. Zauwazmy jednocze$nie, ze w zadnym momencie
nie dzialaja sity skierowane wzdtuz wektora predkosci danego punktu materialnego, a za-
tem jej warto$¢ nie ulegnie zmianie. Ruch po okregu o promieniu /2 z predkoscia wé sin v
to ruch z predkoscia katowa w% sin . Zatem pret bedzie sie obracal z predkoscia katowa
w sin & wokot osi obrotu prostopadlej do preta i przechodzacej przez jego Srodek.

rys. 1. Rownowazny pretowi uktad dwéch  rys. 2. Réwnowazny pretowi uktad dwoch
punktéw materialnych przed usunieciem  punktéw materialnych po usunieciu wiezd
wiezd zewnetrznych. zewnetrznych.
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Powierzchnia pochtaniajaca energie Stonica jest w rozwazanych przypadkach odpowiednio
rowna wR?, R%, mR? + 4R% Powierzchnia promieniujaca to odpowiednio 47 R?, 6R2,
47 R? 4+ 4w R?. Stosunki powierzchni pochtaniajacej do promieniujgcej wynosza zatem
odpowiednio 1/4, 1/6, (7 +4)/(87). Zatem najwyzsza temperature bedzie mial "walec",
a najnizsza szescian.
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Oznaczmy nastepujaco: p — gesto$¢ mleka przed rozdzialem, h - wysokosé stupa mleka
przed rozdzialem, p, — gesto$é mleka po rozdziale, p; — gesto$¢ $mietany, Vi — objetosé
$mietany, Vo — objetoé¢é mleka po rozdzieleniu faz, h; - wysoko$¢ stupa $mietany, ho —
wysokos¢ stupa mleka po rozdzieleniu faz.

Poniewaz rozdziat faz nie zmienia catkowitej objetosci i masy, mamy:

p(Vi+ V) = piVi+ paVa

stad
(p2 —p) Va=(p—p1) V1.

Z ksztaltu naczynia i z tego, 7ze $mietana jest na gorze, wynika, ze (Vo/Vi) > (ha/hq).
Zatem uwzgledniajac powyzsze (oraz to, ze ps — p > 0, p — p; > 0) otrzymamy

(p2 = p) ha < (p— p1) ha.

Te nier6wnos¢ mozna przepisa¢ w postaci
prhig + pahag < p(hi + ha) g ,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Ciénienie hydrostatyczne przed podziatem jest réwne phg, a po podziale p1hig + pahag.
Poniewaz calkowita objetos¢ nie ulega zmianie, mamy h = hy; + hy. Zatem powyzsza
nieré6wnos¢ oznacza, ze po rozdziale faz ci$nienie na dnie naczynia zmaleje.
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Praca wykonana przez site tarcia jest rowna pAzgm, gdzie Ax jest poziomym przemieszcze-
niem klocka. Praca wykonana przez grawitacje jest réwna Aygm, gdzie Ay jest pio-

nowym przemieszczeniem klocka. 7 zasady zachowania energii Aygm = pAxgm, czyli

Ay/Ax = u. Zatem punkt, w ktérym klocek sie zatrzyma, jest przecieciem prostej o kacie

nachylenia —pu z torem, po ktérym porusza sie klocek. W rozpatrywanym przypadku oz-

nacza to, ze klocek zatrzyma sie w miejscu, w ktérym kat nachylenia wzgledem poziomu

jest réwny 40°.
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Ruch drgajacy struny jest rownowazny rzutowi obracajacej sie z predkoécia katowa w =
27 - f wokoét osi z sinusoidy y = Asin(rz/L), x € [0, L]. Z prawa indukcji Faradaya
najwieksza wartosé sity motorycznej jest rowna

£ =BSw=4BALf ~2-107*V.
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Energia kinetyczna ruchu postepowego samochodu jest rowna E,,; = Mv?/2, gdzie M
jest jego catkowita masa (wlacznie z masa kot), a v — predkoscia. Energia kinetyczna
ruchu obrotowego kot to E,y,. = 4-(Iw?/2), gdzie I jest momentem bezwtadnosci jednego
kota, a w — predkoscia katowa jego ruchu obrotowego. Skoro samochéd porusza sie bez
poslizgu, to w = v/R, gdzie R jest promieniem kota. Z drugiej strony I = amR?, gdzie o
jest pewnym bezwymiarowym parametrem, a m — masg kota. Zatem

Eobr m

SR
Bps  M"

Dla pelnego krazka o = 0,5. W przypadku gdyby masa byta tylko na jego brzegu oo = 1.
Wartosé o dla danego kota jest zatem zapewne wartoécia posrednia miedzy tymi dwiema.
Zatem przyjmujac M = 50m otrzymamy

1 Eopr. 2

255 " Eps 25

Rozwigzanie zadania 12
Jesli roznica faz miedzy wierzchotkami jest réwna ¢ przy tej samej amplitudzie Uy, to
napiecie miedzy tymi wierzchotkami wynosi

U, cos (wt + ¢) — U, cos (wt) = —2U, sin (wt + %) sin %
Jest to napiecie sinusoidalne o amplitudzie 2Uj sin(¢/2). Moc wydzielajaca sie na oporniku
o oporze R jest rowna [(2Uysin(¢/2))?]/(2R) = UZ/(2R)(2Uysin(¢/2))*. W przypadku
polaczenia w gwiazde napiecie miedzy konicami ¢ - tego opornika wynosi U;, a zatem
wydzielana moc jest rowna UZ/(2r).
Roznica faz miedzy punktami 2 i 1 oraz 4 i 3 wynosi 7/2, natomiast miedzy punktami 3
iloraz 4i2—m, zatem w przedstawionym rysunku uktadzie "kwadrat" wydzielana moc
jest rowna

Uz /2\° U2 ™2 U2 U2

22 | 2U, sin —-= 2—0(2(]'—) =2 (4+8)=12_2.
2R< 0 sin 2) + 5R osin 2R( +8) R
Calkowita moc wydzielana w przypadku polaczenia w gwiazde wynosi 4U2/(2r). Z zada-
nia réwnosci tych mocy otrzymujemy
. R
=3

Uwaga: w przeciwienistwie do pradu tréjfazowago, kolejnosé podtaczenia przewodéw ma
tu znaczenie. Po zamianie numer6éw (i potencjaléw) dolnych wierzchotkéw "kwadratu",
roznica faz potencjatéw na koricach kazdego opornika bedzie réwna /2, a zatem catkowita
wydzielana moc wyniesie 8UZ/(2R). W takim przypadku dostaniemy

7":5.

W przypadku, gdy z tresci rozwigzania wynika, ze przyjeto taka numeracje wierzchotkéw,
powyzsze rozwigzanie takze nalezy uzna¢ za poprawne.

4
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Calkowita sita dzialaca na uklad zlozony z prostoliniowych fragmentéw przewodnikéw l;
(zwrot wektora jest okreslony przez przeptywajacy prad) znajdujacy sie w stalym polu
magnetycznym o indukcji B wynosi

ﬁ:zmxé:f(zz;)xg

Poniewaz dla obwodu zamknietego Zil:- — 0, oznacza to, ze ta sita jest rowna 0.

Nasz uktad mozemy traktowaé¢ jako uklad dwoéch potaczonych ze soba jednym bokiem
trojkatow rownobocznych. Po obwodzie kazdego trojkata ptynie prad I o kierunku tak
dobranym, zeby sumaryczny prad ptynacy wzdtuz wspoélnej krawedzi trojkatéw byt rowny
0. Calkowity moment sity dziatajacy na nasz uklad jest réwny

2 2
M:zz@xgzz@@) < B,
i=1 i=1
gdzie S, jest wektorem prostopadtym do trojkata i, o dlugoéci réwnej polu trojkata, a
zwrocie okre§lonym zgodnie z regula é§ruby prawoskretnej przez kierunek pradu oplywa-
jacego dany trojkat (patrz rys. 3). Zauwazmy, ze rzuty >;, S na kierunki prostopadte
do B , okreslone przez krawedzie czworoScianu, ktore nie wchodzg w sktad ramki, sa réwne
0. Zatem catkowity moment sity dzialajacy na ramke jest réwny 0.

lB
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St

rys. 3. Ramka z pradem — rzut na plaszczyzne prostopadla do powierzchni
rozwazanych trojkatow i réwnolegla do B.
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Ta sytuacja jest mozliwa, gdy prad ptynacy przez uktad jest pradem zmiennym. Poszczegdl-
nymi elementami uktadu powinny byé (w dowolnej kolejnosci): kondensator, cewka oraz
dowolny element o zawadzie réwnej Z (np. opornik, kondensator, cewka), przy czym ich
odpowiednio pojemnosé, indukeyjnosé i Z powinny spetniaé¢ warunek 7 = 1/(wC) = wL,
gdzie w jest czestotliwoécia pradu.

Rozwigzanie zadania 15

W nieinercjalnym uktadzie odniesienia zwiazanym z butelka, efektywne przyspieszenie
ziemskie jest réwne g.y = § — d, gdzie @ jest przyspieszeniem butelki. Poniewaz butelka
waha sie swobodnie, @ jest rowne prostopadtej do kierunku nici sktadowej przyspieszenia
ziemskiego. To oznacza, ze G,y jest skierowane wzdtuz nici. Powierzchnia wody w butelce
bedzie prostopadta do g.r, co oznacza b) 8 = a.



