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ZADANIE 1
Pocisk w kszta∏cie sto˝ka o polu podstawy S i kà-
cie rozwarcia 2α porusza si´ z pr´dkoÊcià v
wzd∏u˝ swojej osi (w stron´ wierzcho∏ka) w bar-
dzo rozrzedzonym jednoatomowym gazie. Tem-
peratura gazu jest na tyle niska, a pr´dkoÊç v na
tyle du˝a, i˝ mo˝na przyjàç, ˝e atomy gazu sà nie-
ruchome. G´stoÊç gazu jest równa ρ.
Zak∏adajàc, ˝e atomy gazu zderzajà si´ z po-
wierzchnià pocisku doskonale spr´˝yÊcie i nie
zderzajà si´ ze sobà, obliczyç si∏´ oporu, jaka
dzia∏a na pocisk. Powierzchnia pocisku jest ideal-
nie g∏adka. Podaj wartoÊç liczbowà dla
ρ = 10−3 kg/m3 , v = 7 km/s, α = 45◦ ,
S = 0,01 m2 .

ROZWIÑZANIE
Zagadnienie b´dziemy rozpatrywali w uk∏adzie,
w którym sto˝ek jest nieruchomy.
Poniewa˝ zderzenie jest doskonale spr´˝yste, a po-
wierzchnia sto˝ka nieruchoma, atom gazu po zde-
rzeniu b´dzie mia∏ pr´dkoÊç v skierowanà pod 
kàtem 2α w stosunku do poczàtkowej pr´dkoÊci.
Zatem zmiana sk∏adowej p´du atomu o masie m
równoleg∏ej do osi sto˝ka jest równa 

∆p = mv(cos 2α− 1).

W czasie ∆t ze sto˝kiem zderza si´ ∆N atomów ga-
zu, przy czym

∆N = ρ
mvS∆t.

Zatem ca∏kowita si∏a oporu dzia∏ajàca na sto˝ek
jest równa

Foporu = −∆N∆p
∆t = (1− cos 2α)ρv2S =

= 2 sin2 αρv2S.

Jej wartoÊç liczbowa dla powy˝szych danych wynosi
Foporu ≈ 490 N.

ZADANIE 2
Wàska wiàzka fulerenów – czàsteczek w´gla C60

w kszta∏cie pi∏ki futbolowej – pada prostopadle
na siatk´ dyfrakcyjnà o sta∏ej sieci d = 100 nm
(siatkà dyfrakcyjnà jest p∏ytka z azotku krzemu

z wyci´tymi równoleg∏ymi wàskimi szczelinami).
Za siatkà znajdujà si´ detektory zliczajàce czà-
steczki docierajàce do poszczególnych punktów
p∏aszczyzny („ekranu”) znajdujàcej si´ w du˝ej
odleg∏oÊci od siatki i równoleg∏ej do niej. Wska-
zania detektorów s∏u˝à do wyznaczenia powsta∏e-
go obrazu interferencyjnego.
■ a) Przyjmujàc, ˝e rozk∏ad pr´dkoÊci czàsteczek
(v) w wiàzce jest rozk∏adem jednorodnym w za-
kresie v ∈ 〈v0 −∆v ; v0 + ∆v〉 , wyznacz kàt
ugi´cia wiàzki αn odpowiadajàcy po∏o˝eniu Êrod-
ka prà˝ka interferencyjnego n-tego rz´du oraz
kàt ∆αn odpowiadajàcy szerokoÊci tego prà˝ka
(prà˝ek jest obszarem, do którego dolatujà czà-
steczki). Podaj wartoÊci liczbowe dla n = 1,
v0 = 117 m/s , ∆v = 0,17v0 . Rozwa˝ tylko te
prà˝ki, dla których sinαn ≈ αn .
■ b) Jaki jest dopuszczalny rozrzut ∆v pr´dkoÊci
czàsteczek w wiàzce (przy ustalonym v0), aby prà-
˝ek n-tego rz´du by∏ dobrze rozró˝nialny, tzn. aby
po obu jego stronach by∏y miejsca, do których nie
docierajà czàsteczki?
Zak∏adamy, ˝e ka˝da z czàsteczek ma dok∏adnie
okreÊlony p´d.
Masa atomu w´gla jest równa 2,0 · 10−26 kg, sta∏a
Plancka h = 6,6 · 10−34 Js .

ROZWIÑZANIE
■ a) Prà˝ki interferencyjne pojawiajà si´, gdy ró˝-
nica faz fal (w tym wypadku fal de Broglie’a) wy-
chodzàcych z sàsiednich szczelin siatki jest równa
wielokrotnoÊci 2π, czyli gdy kàt ugi´cia wiàzki α
spe∏nia warunek

d sinα = nλ,

gdzie n jest liczbà ca∏kowità, a λ – d∏ugoÊcià fali de
Broglie’a czàsteczki o masie m i pr´dkoÊci v

λ = h
mv

(h jest sta∏à Plancka).
Dla wiàzki czàsteczek o jednakowych pr´dkoÊciach
(i idealnej siatki dyfrakcyjnej, o du˝ej liczbie szcze-
lin) ka˝dy prà˝ek jest nieskoƒczenie cienki. Jednak
w naszym przypadku, ze wzgl´du na ró˝ne pr´dkoÊci
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czàsteczek w wiàzce, prà˝ek n-tego rz´du b´dziemy
obserwowaç dla kàtów ugi´cia od α+

n do α−n , gdzie

dα+
n ≈ d sinα+

n = n h
m(v0 + ∆v)

dα−n ≈ d sinα−n = n h
m(v0 −∆v) .

Zatem kàt odpowiadajàcy po∏o˝eniu Êrodka prà˝ka
n-tego rz´du jest dany wzorem

αn =
1
2n h

md

(
1

v0 −∆v +
1

v0 + ∆v

)
=

= n h
md

v0

v2
0 − (∆v)2

,

a kàt odpowiadajàcy szerokoÊci tego prà˝ka wzorem

∆αn = n h
md

(
1

v0 −∆v −
1

v0 + ∆v

)
=

= n h
md

2∆v0

v2
0 − (∆v)2

.

Dla podanych wartoÊci liczbowych otrzymamy
(w radianach)

α1 ≈ 4,8 · 10−5 ,

∆α1 ≈ 1,6 · 10−5 .

■ b) Na ekranie, mi´dzy n-tym a (n + 1)-szym prà˝-
kiem, b´dà miejsca, do których nie dolatujà czà-
steczki, jeÊli

α−n < α+
n +1 ,

czyli

n h
md

1
v0 −∆v < (n + 1) h

md
1

v0 + ∆v ,

co daje

∆v <
v0

2n + 1 . (1)

JeÊli powy˝sza nierównoÊç b´dzie spe∏niona, to
równie˝ mi´dzy (n− 1)-szym a n-tym prà˝kiem b´-
dzie obszar, do którego nie dolatujà czàsteczki. Za-
tem wzór (1) jest szukanym warunkiem na dopusz-
czalny rozrzut pr´dkoÊci.

ZADANIE 3
Rozwa˝my gumowy balonik, który po nadmucha-
niu powietrzem ma kszta∏t kuli.
■ a) Gdy promieƒ balonika wynosi∏ r1 = 0,1 m,
to wewnàtrz panowa∏o ciÊnienie p1 = 1,1 · 105 Pa.
Jakie ciÊnienie panuje wewnàtrz balonika, po na-
dmuchaniu go tak, by mia∏ promieƒ r2 = (3/2)r1?
W obu przypadkach temperatura powietrza we-
wnàtrz balonika jest równa temperaturze otocze-
nia i wynosi T0 = 300 K. CiÊnienie powietrza ota-
czajàcego balonik jest równe p0 = 1,0 · 105 Pa.

■ b) Balonik o promieniu r2 (czyli po nadmucha-
niu zgodnie z pkt. a) zanurzono powoli w wodzie
na takà g∏´bokoÊç, by jego promieƒ zmala∏ do
r3 = r1 . Ile wynosi ta g∏´bokoÊç? Jakie sà tempera-
tura i ciÊnienie wewnàtrz balonika po zanurzeniu?
Zak∏adamy, ˝e pow∏oka balonika nie przepuszcza
ciep∏a. Poczàtkowa temperatura wewnàtrz baloni-
ka by∏a równa T0 . Balonik przed zanurzeniem
znajdowa∏ si´ tu˝ nad powierzchnià wody.
■ c) Jakà prac´ wykonano w trakcie zanurzania
zgodnie z pkt. b?
Energia spr´˝ysta gumy, z której jest wykonany
balonik, jest równa Es = (1/2)αS2 , gdzie α jest
pewnà sta∏à, a S – powierzchnià balonika. Balonik
jest na tyle ma∏y, ˝e równie˝ po zanurzeniu w wo-
dzie ma kszta∏t kuli. Przyjmij, ˝e powietrze zacho-
wuje si´ jak gaz doskona∏y o molowym cieple w∏a-
Êciwym przy sta∏ej obj´toÊci cV = (5/2)R, gdzie R
jest uniwersalnà sta∏à gazowà. Guma, z której jest
wykonany balonik, ma zaniedbywalnà mas´ oraz
zaniedbywalnà pojemnoÊç cieplnà. Zaniedbaj
równie˝ g´stoÊç powietrza w porównaniu z g´sto-
Êcià wody dw = 1000 kg/m3 . Przyspieszenie ziem-
skie g = 9,8 m/s2 .

ROZWIÑZANIE
■ a) W stanie równowagi, przy infinitezymalnej
zmianie promienia o dr, suma prac wykonanych
przez si∏y ciÊnienia zewn´trznego i wewn´trznego
jest równa zmianie energii spr´˝ystej balonika

(p− p0)dV = dEs ,
czyli

(p− p0)4πr2dr =
1
2α(4π)24r3dr,

co daje
p− p0 = 8παr.

Dla promieni r1 i r2 dostajemy

p1 − p0 = 8παr1 ,

p2 − p0 = 8παr2 ,
stàd

p2 − p0

p1 − p0
=

r2

r1
.

Ostatecznie

p2 =
r2

r1
( p1 − p0) + p0 = 1,15 · 105 Pa.

■ b) Poniewa˝ w tym procesie nie ma przep∏ywu
ciep∏a, a zanurzanie odbywa si´ powoli, z równania
adiabaty  pVκ = const mamy

p2

(
4
3πr3

2

)κ
= p3

(
4
3πr3

3

)κ
,
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gdzie p3 jest ciÊnieniem w baloniku po zanurzeniu
go w wodzie (tak by mia∏ promieƒ r3), 
a κ = (cV + R)/cV = 7/5.  Stàd

p3 = p2

(
r2

r3

)3κ

≈ 6,3 · 105 Pa,

zatem ciÊnienie wody na zewnàtrz balonika jest
równe

pw = p3 − 8παr3 = p3 − 8παr1 =

= p3 −
(
p1 − p0

)
≈ 6,2 · 105 Pa.

W wodzie, na g∏´bokoÊci h, ciÊnienie jest równe
p0 + dwgh, zatem

h =
pw − p0

dwg ≈ 53 m.

Temperatur´ wewnàtrz balonika po zanurzeniu wy-
znaczymy, korzystajàc z równania stanu gazu do-
skona∏ego pV = nRT:

T3 =
p3V3

nR =
p3V3T0

p2V2
=

=
(

V2

V3

)κ−1

· T0 =
(

r2

r3

)3(κ−1)

· T0 ≈ 488 K.

■ c) I sposób
Praca W wykonana w tym procesie jest równa zmianie
energii uk∏adu równej sumie zmian energii wewn´trz-
nej gazu ∆Eg , energii spr´˝ystoÊci gumy balonika
∆Es i energii obj´toÊciowej otoczenia ∆Eo

∆Eg = ncV(T3 − T0),

∆Es = 8π2α(r4
3 − r4

2).

Energia obj´toÊciowa jest równa pracy potrzebnej
do „rozepchni´cia” wody (lub innego oÊrodka), tak
by w nim zmieÊci∏o si´ dane cia∏o, i wynosi Eo = pV.
(¸atwo sprawdziç, ˝e dla cia∏a o sta∏ej obj´toÊci
zmiana energii obj´toÊciowej przy zanurzeniu cia∏a
jest równa pracy wykonanej w tym procesie.) W na-
szym przypadku

∆Eo = −4
3πp0r

3
2 +

4
3πpwr3

3 ,

zatem
W = ncV

(
T3 − T0

)
+ 8π2α

(
r4
3 − r4

2

)
+

+
4
3π

(
−p0r

3
2 + pwr3

3

)
.

IloÊç (liczba moli) gazu jest równa n = p2V2/(RT0),

sta∏a α =
(
p1 − p0

)
/(8πr1).

Pozosta∏e parametry ju˝ wyznaczyliÊmy, zatem

W =
4
3π

cV

R
p2r

3
2

T0

(
T3 − T0

)
+ π

p1 − p0

r1

(
r4
3 − r4

2

)
+

+
4
3πpwr3

3 −
4
3πp0r

3
2 =

=
4
3π

cV

R p2r
3
2


(

r2

r3

)3κ−3

− 1


− π

3
p1 − p0

r1
r4
3−

−π p1 − p0

r1
r4
2 +

4
3πp2

(
r2

r3

)3κ

r3
3 −

4
3πp0r

3
2 =

=
4
3π

cV + R
R p2r

3
2


(

r2

r3

)3κ−3

− 1


−

− π
3

p1 − p0

r1

(
r4
3 − r4

2

)
=

=
4
3π

cV + R
R

(
p0 +

p1 − p0

r1
r2

)
r3
2


(

r2

r3

)3κ−3

− 1


−

− π
3

p1 − p0

r1

(
r4
3 − r4

2

)
. (2)

Podstawiajàc wartoÊci liczbowe, otrzymujemy, ˝e
szukana praca jest równa

W ≈ 3,6 · 103 J.

■ c) II sposób
Si∏a wyporu dzia∏ajàca na zanurzony balonik jest
równa

Fw =
4
3πr3dwg,

gdzie r jest promieniem balonika znajdujàcego si´
na g∏´bokoÊci z.
Zwiàzek mi´dzy promieniem balonika a g∏´boko-
Êcià jest dany wzorem ( p to ciÊnienie wewnàtrz 
balonika)

p0 + dwgz = p− 8παr = p2

(
r2

r

)3κ

−
(
p1 − p0

) r
r1

, 

co pozwala zapisaç:

dwgdz =


p2

(−3κ) r3κ
2

r3κ+1 − p1 − p0

r1


 dr.

Zatem praca przeciw sile wyporu jest równa

W =
h∫

0

Fwdz =

=

r3∫
r2

4
3πr3


p2(−3κ)

(r2)3κ

r3κ+1 − (p1 − p0)
1
r1


dr =

=
4
3π

r3∫
r2

[
p2(−3κ)

(r2)3κ

r3κ−2 − (p1 − p0)
r3

r1

]
dr =

=
4
3π

[
p2

( −3κ
3− 3κ

) (r2)3κ

r3κ−3 −
1
4(p1 − p0)

r4

r1

]r3

r2

=

=
4
3πp2

cV + R
R r3

2


(

r2

r3

)3κ−3

− 1


−

−π3 (p1 − p0)
(r4

3 − r4
2)

r1
, co jest zgodne z (2).
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ZADANIE DOÂWIADCZALNE
Masz do dyspozycji:
� cienki drut z niemagnetycznego metalu,
� silny magnes sta∏y,
� ci´˝arek o masie m = (100,0± 0,5) g,
� statyw, pr´ty stalowe, uchwyty, 
� linijk´,
� generator napi´cia sinusoidalnego o regulowa-

nej cz´stotliwoÊci,
� przewody elektryczne z zaciskami,
� papier milimetrowy.

Wyznacz g´stoÊç liniowà (mas´ na jednostk´ d∏u-
goÊci) drutu.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g = 9,81 m/s2 .

Wskazówka
Pr´dkoÊç V fal poprzecznych w strunie o g´stoÊci
liniowej µ napi´tej si∏à F wyra˝a si´ wzorem

V =

√
F
µ .

ROZWIÑZANIE
Cz´Êç teoretyczna
Zadanie mo˝na rozwiàzaç, badajàc cz´stotliwoÊç
drgaƒ w∏asnych drutu obcià˝onego ci´˝arkiem (rys. 1).
Ci´˝arek nale˝y zawiesiç na statywie, wykorzystujàc
tylko cz´Êç drutu. Luêne koƒce drutu nale˝y po∏à-
czyç z zaciskami generatora za pomocà „krokodyl-
ków”. Nale˝y zadbaç, aby nie wprowadzi∏o to do-
datkowego napr´˝enia drutu. Na odcinek drutu
o d∏ugoÊci ∆L znajdujàcy si´ w pobli˝u magnesu
dzia∏a si∏a elektrodynamiczna F proporcjonalna do
chwilowej wartoÊci nat´˝enia pràdu I p∏ynàcego
przez drut oraz indukcji pola magnetycznego B wy-
twarzanego przez magnes (F = BI∆L). Kierunek si-
∏y jest prostopad∏y zarówno do kierunku pràdu jak
i wektora indukcji B. Poniewa˝ przez drut p∏ynie
pràd zmienny, to zwrot si∏y zmienia si´ z cz´stotli-
woÊcià zadanà przez generator. Cz´stotliwoÊç prà-
du wytwarzanego przez generator mo˝na dobraç

tak, aby zrówna∏a si´ z cz´stotliwoÊcià drgaƒ w∏a-
snych drutu. W rezonansie nawet niewielkie zabu-
rzenie periodyczne mo˝e doprowadziç do tak du˝e-
go wzrostu amplitudy drgaƒ, ˝e b´dzie mo˝na je
zaobserwowaç bez ˝adnych dodatkowych przyrzà-
dów. Wtedy mo˝liwe b´dzie odczytanie cz´stotli-
woÊci rezonansowej wprost ze skali generatora.
JeÊli potraktowaç drut jak strun´ zamocowanà
z dwóch koƒców, to d∏ugoÊç fali odpowiadajàca je-
go kolejnym drganiom w∏asnym wyniesie:

λn = 2L/n, (1)

gdzie n – liczba naturalna. Z drugiej strony d∏ugoÊç
fali λ mo˝na wyraziç przez pr´dkoÊç V oraz cz´sto-
tliwoÊç fn fali rozchodzàcej si´ w strunie:

λn = V
fn

. (2)

Po podstawieniu zwiàzku (2) do (1) i skorzystaniu

ze zwiàzku V =

√
F
µ podanego we wskazówce do za-

dania, otrzymujemy wyra˝enie na cz´stotliwoÊç ko-
lejnych drgaƒ w∏asnych uk∏adu:

fn =
1
2L

√
F
µn, (3)

co mo˝na przedstawiç w postaci:

fn = f1n, (4)

gdzie  f1 =
1
2L

√
F
µ to cz´stotliwoÊç drgania pod-

stawowego.
Przed zastosowaniem tego wzoru w dalszych rozwa-
˝aniach nale˝y si´ zastanowiç, czy rzeczywiÊcie
mo˝na potraktowaç drut obcià˝ony ci´˝arkiem jak
strun´ zamocowanà z dwóch koƒców. Mo˝na do te-
go zagadnienia podejÊç na ró˝ne sposoby:

■ 1) Mo˝na sprawdziç doÊwiadczalnie, ˝e kolejne
cz´stotliwoÊci rezonansowe drutu sà wielokrotno-
Êciami cz´stotliwoÊci podstawowej i w ten sposób
wykazaç zasadnoÊç stosowania wzoru (3).

■ 2) Mo˝na argumentowaç, ˝e drut jest bardzo
cienki i dlatego mo˝na pominàç wp∏yw jego sztyw-
noÊci na cz´stotliwoÊç drgaƒ uk∏adu. Poniewa˝ ma
on znikomà mas´ w porównaniu z masà ci´˝arka, to
jego zamocowanie od strony ci´˝arka mo˝na uznaç
za sztywne. Dodatkowo niewielka masa drutu po-
woduje, ˝e si∏´ naciàgu drutu mo˝na uznaç za sta∏à
na ca∏ej d∏ugoÊci jego napi´tej cz´Êci. Naciàg okre-
Êlony jest wtedy jedynie przez ci´˝ar obcià˝nika.
Przy spe∏nieniu powy˝szych warunków równanie
(3) jest równie˝ spe∏nione i szukana g´stoÊç liniowa
struny wyrazi si´ wzorem

µ =
1

4L2
F
f 2
1

. (5)
Rys. 1
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Cz´Êç doÊwiadczalna
Obcià˝amy ci´˝arkiem drut i zawieszamy go na sta-
tywie tak, by zwisa∏ tu˝ przy magnesie. Magnes po-
winien byç umieszczony na takiej wysokoÊci, na któ-
rej spodziewamy si´ strza∏ki drgaƒ drutu. Dla drgaƒ
podstawowych (λ = 2L), b´dzie to w po∏owie drutu,
dla drugiej cz´stotliwoÊci w∏asnej (λ = L) w odleg∏o-
Êci 1/4 d∏ugoÊci drutu, a dla trzeciej (λ = 2/3L)
odpowiednio w 1/6 lub 1/2 odleg∏oÊci od jednego
z koƒców. 

Po pod∏àczeniu drutu do generatora ustawiamy
najni˝szà mo˝liwà cz´stotliwoÊç pràdu i powoli jà
zwi´kszamy, a˝ do uzyskania rezonansu. W przy-
padku, gdy amplituda drgaƒ jest zbyt du˝a i drut
uderza o magnes, nale˝y zwi´kszyç jego odleg∏oÊç
od magnesu. Ze skali generatora odczytujemy war-
toÊci cz´stotliwoÊci, dla których amplituda drgaƒ
drutu silnie wzrasta. W doÊwiadczeniu wykonanym
przez recenzenta u˝yto generatora G432 o opor-
noÊci wyjÊciowej 50 Ω. Bez obcià˝enia amplituda 
napi´cia na wyjÊciu tego generatora wynosi∏a 5 V.

Dla drutu miedzianego o Êrednicy 0,15 mm i d∏ugo-
Êci cz´Êci drgajàcej L = (43,2± 0,2) cm (zmierzonej 
linijkà), przy naciàgu F = mg = (0,98± 0,005) N 
wyznaczono cz´stotliwoÊç drgania podstawowego
drutu f1 = (92± 2) Hz. Kolejne cz´stotliwoÊci rezo-
nansowe wynosi∏y odpowiednio 180± 10 Hz,
275± 10 Hz. Wyniki te mo˝emy nanieÊç na wykres
i dopasowaç prostà (rys. 2).
Z wykresu wynika, ˝e w granicach niepewnoÊci od-
czytu zmierzone cz´stotliwoÊci sà równe kolejnym
wielokrotnoÊciom cz´stotliwoÊci drgaƒ podstawo-
wych f1 . Bioràc pod uwag´ wspó∏czynnik nachyle-
nia prostej α = (91± 4) Hz, uzyskany z dopasowa-
nia do danych eksperymentalnych, i korzystajàc ze
wzoru (4), otrzymamy µ = (1,60± 0,14) · 10−4 kg/m.
Poniewa˝ ju˝ niepewnoÊç wzgl´dna cz´stotliwoÊci
podstawowej drgaƒ ∆f1/f1 ≈ 0,02 jest znacznie
wi´ksza od niepewnoÊci wzgl´dnej d∏ugoÊci drutu
i masy ci´˝arka ∆L/L ≈ ∆m/m = 0,005, to bez
uszczerbku dla dok∏adnoÊci wyniku koƒcowego g´-
stoÊç liniowà drutu mo˝na wyznaczyç bez pomiaru
wy˝szych cz´stotliwoÊci rezonansowych. Po podsta-
wieniu danych do wzoru (5) uzyskujemy wtedy war-
toÊç µ = (1,55± 0,07) · 10−4 kg/m. Dla drutu
o Êrednicy 0,15 mm daje to g´stoÊç obj´toÊciowà
(8,8± 0,4) · 103 kg/m3 , która zgadza si´ z wartoÊcià
g´stoÊci podawanej dla miedzi 8,95 · 103 kg/m3 .
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