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ZADANIE 1
Pojazd sk∏ada si´ prostopad∏oÊciennego nadwo-
zia o szerokoÊci d i d∏ugoÊci l oraz z trzech kó∏.
Jedno ko∏o umocowane jest na Êrodku przedniej
kraw´dzi nadwozia w taki sposób, ˝e mo˝e byç
skr´cane przez kierujàcego pojazdem wokó∏ osi
pionowej przechodzàcej przez Êrodek ko∏a. Pozo-
sta∏e dwa ko∏a umieszczone sà na koƒcach jednej
osi pokrywajàcej si´ z tylnà kraw´dzià nadwozia
(patrz rysunek).

Na zakr´cie, majàc skr´cone przednie ko∏o o kàt
α = π/4, pojazd porusza si´ z maksymalnà pr´d-
koÊcià, przy której jeszcze nie wpada w poÊlizg.
Z jakà pr´dkoÊcià pojazd b´dzie si´ porusza∏ po
wyjechaniu na prostà, jeÊli kierowca b´dzie bar-
dzo ∏agodnie prostowa∏ przednie ko∏o? Wspó∏-
czynnik tarcia statycznego ko∏o–pod∏o˝e wynosi µ.
Ca∏kowita masa pojazdu wraz z kierowcà wynosi
m i jest równomiernie roz∏o˝ona wewnàtrz nad-
wozia. Ko∏a sà jednakowe, wàskie i obracajà si´
niezale˝nie od siebie. Ich mas´ pomijamy. W roz-
wa˝aniach zaniedbaj równie˝ wysokoÊç pojazdu.
Silnik pojazdu jest wy∏àczony na ca∏ej rozwa˝anej
drodze, opór toczenia i opór powietrza pomija-
my. Droga jest idealnie pozioma. Przyspieszenie
ziemskie wynosi g. 

ROZWIÑZANIE

■ 1. Pierwszym etapem rozwiàzania jest wyzna-
czenie pr´dkoÊci pojazdu w trakcie ruchu na zakr´-
cie. Zagadnienie b´dziemy traktowaç jako p∏askie. 

Ruch jest jednostajnym obrotem wokó∏ punktu O
b´dàcego przeci´ciem prostych stanowiàcych osie
obrotu kó∏. Punkt O znajduje si´ na przed∏u˝eniu
tylnej osi pojazdu, w odleg∏oÊci r = l tgα od jej
Êrodka. Na pojazd dzia∏ajà si∏y tarcia prostopad∏e
do p∏aszczyzny kó∏ (czyli wzd∏u˝ ich osi obrotu) �F1 ,
�F2 i �F3 . Si∏y te wywo∏ujà przyspieszenie doÊrodko-
we �adoś Êrodka masy pojazdu: 

�F1 + �F2 + �F3 = m�adoś .

Rozk∏adajàc powy˝sze równanie na sk∏adowe
wzd∏u˝ boków pojazdu i uwzgl´dniajàc zale˝noÊci
geometryczne, dostajemy

F1 cosα + F2 + F3 = madoś
r

rM
(1)

F1 sinα = madoś
l/2
rM

, (2)

gdzie rM =
√

r2 + (l/2)2 jest odleg∏oÊcià Êrodka ma-
sy pojazdu od punktu obrotu O. Eliminujàc z po-
wy˝szych równaƒ adoś , dostajemy

l/2
rM

(F1 cosα + F2 + F3) = r
rM

F1 sinα,
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czyli

F2 + F3 =
(

r
l/2

sinα − cosα
)
F1 = r√

r2 + l2
F1 . (3)

Równanie (3) mo˝na te˝ otrzymaç z warunku zero-
wania si´ momentu si∏ wzgl´dem Êrodka masy.
Z (3) otrzymujemy, ˝e

F1 > F2 + F3 . (4)

Ci´˝ar pojazdu rozk∏ada si´ równomiernie na przed-
nià i tylnà oÊ. Ko∏a si´ nie Êlizgajà, co oznacza, ˝e

F1 � mg
2 µ,       F2 + F3 � mg

2 µ. (5)

Poniewa˝ pojazd porusza si´ na granicy poÊlizgu,
z (5) i (4) otrzymujemy

F1 = mg
2 µ.

Wstawiajàc ten wynik do (2), otrzymujemy

adoś = gµ

√
l2

4 + r2

√
l2 + r2

.

Niech ω oznacza pr´dkoÊç kàtowà, a v pr´dkoÊç li-
niowà Êrodka masy. Poniewa˝ adoś = ω2rM = v2/rM ,
mamy

ω2 = gµ
1√

l2 + r2
,        v2 = gµ

l2

4 + r2

√
l2 + r2

.

■ 2. Moment bezw∏adnoÊci pojazdu wzgl´dem

Êrodka masy wynosi I = m
d2 + l2

12 . Dlatego energia

kinetyczna pojazdu poruszajàcego si´ na zakr´cie
jest równa

Ezakr =
1
2(mr2

M + I)ω2 =

=
1
2m

(
r2 + l2

3 + d2

12

)
gµ

1√
l2 + r2

.

Ta energia jest równa energii kinetycznej ruchu po-
st´powego pojazdu po wyprostowaniu przedniego
ko∏a, czyli

Ezakr =
1
2mv2

końc .

Stàd

vkońc =

√√√√√
(
r2 + l2

3 + d2

12

)
gµ

1√
l2 + r2

.

Dla α = π/4 mamy r = l, co daje

vkońc =
√

gµl

√
4

3
√

2

√√√√1 + d2

16l2
.

Wspó∏czynnik 
√

gµl w tym wzorze odpowiada mak-
symalnej pr´dkoÊci, z jakà mo˝e poruszaç si´ samo-
chód o bardzo ma∏ych rozmiarach na zakr´cie
o promieniu l. Czynnik

√
4

3
√

2

√√√√1 + d2

16l2
≈ 0,971

√√√√1 + d2

16l2

jest, bioràc pod uwag´ wszystkie idealizacje, bardzo

zbli˝ony do 1 (np. vkońc = 0,971
√

gµl dla d = 0,

a vkońc = 1,001
√

gµl dla d = l). Mo˝e on byç zna-
czàco ró˝ny od 1 jedyne dla du˝ych d/l, co raczej
nie odpowiada ˝adnemu realistycznemu przypad-
kowi. Warto zauwa˝yç, ˝e w praktyce wartoÊç vkońc

nie jest osza∏amiajàca: np. dla  d = 1 m,  l = 2 m,
µ = 1 otrzymamy vkońc ≈ 4,4 m/s.

ZADANIE 2

Skonstruowano dwa balony, z których pierwszy
jest wype∏niony goràcym powietrzem o temperatu-
rze T = 373 K, a drugi parà wodnà o takiej samej
temperaturze. Sprawdzono, ˝e tu˝ nad powierzch-
nià ziemi ka˝dy z balonów mo˝e unieÊç mas´
m = 300 kg, w∏àczajàc w to mas´ pow∏oki, linek
i innych elementów konstrukcyjnych. Temperatura
otoczenia wynosi T0 = 293 K, ciÊnienie p = 105 Pa.
■ a) Ile wynoszà obj´toÊci V1 i V2 balonów?
■ b) Jaka jest minimalna iloÊç ciep∏a niezb´dna
do podgrzania (od temperatury otoczenia) powie-
trza w pierwszym balonie? Ile wynosi minimalna
iloÊç ciep∏a niezb´dna do wytworzenia, z wody
o temperaturze równej temperaturze otoczenia,
pary wodnej potrzebnej do wype∏nienia drugiego
balonu?
■ c) Stwierdzono, ˝e tu˝ po nape∏nieniu pierwsze-
go balonu, tempo utraty jego si∏y noÊnej (udêwigu)
jest równe k1 = 0,3 N/s. Ile wynosi tempo utraty si-
∏y noÊnej drugiego balonu k2 tu˝ po jego nape∏nie-
niu? Rozwa˝ dwie mo˝liwoÊci: (i) ca∏a skroplona
para z drugiego balonu pozostaje w jego wn´trzu
(zbiera si´ w specjalnym pojemniku) oraz (ii) ca∏a
skroplona para z drugiego balonu jest natychmiast
usuwana (spada na ziemi´). Kszta∏t obu balonów
jest taki sam, pow∏oki majà takie samo przewod-
nictwo cieplne, sà nierozciàgliwe, wiotkie i nie
przepuszczajà ani pary, ani powietrza. Zak∏adamy,
˝e para wodna spe∏nia równanie stanu gazu dosko-
na∏ego. Ka˝dy z balonów ma na dole ma∏y otwór.
Po nape∏nieniu balonów nie jest do nich dostar-
czane ciep∏o. 
Do obliczeƒ przyjmij nast´pujàce wartoÊci: masa
molowa powietrza  Mp = 0,029 kg/mol; masa mo-
lowa wody Mw = 0,018 kg/mol; sta∏a gazowa
R = 8,3 J · mol−1 · K−1 ; ciep∏o molowe powietrza
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przy sta∏ej obj´toÊci cV = ( 5/2)R; ciep∏o w∏aÊciwe
wody cw = 4200 J · kg−1 · K−1 ; temperatura wrze-
nia wody pod ciÊnieniem p = 105 Pa – 373 K; 
ciep∏o parowania wody w temperaturze 373 K
(i ciÊnieniu p = 105 Pa) r = 2, 3 · 106 J/kg; przy-
spieszenie ziemskie g = 9,8 m/s2 .

ROZWIÑZANIE
■ a) G´stoÊç gazu doskona∏ego wyra˝a si´ wzorem

ρ = pM
RT , gdzie M jest jego masà molowà, zatem g´-

stoÊci sà odpowiednio równe:

� powietrza na zewnàtrz balonów 

ρ0 =
pMp

RT0
= 1,191

kg
m3 ,

� powietrza w pierwszym balonie

ρ1 =
pMp

RT = 0,936
kg
m3 ,

� pary wodnej w drugim balonie

ρ2 =
pMw

RT0
= 0,581

kg
m3 .

Korzystajàc z prawa Archimedesa, otrzymujemy
ρ0Vi = m + ρiVi , zatem

V1 = m
ρ0 − ρ1

=
mRTT0

pMp(T − T0)
= 1174 m3 ,

V2 = m
ρ0 − ρ2

= mR

pMp

(Mp

T0
− Mw

T

) = 491 m3 .

■ b) Ciep∏o, niezb´dne do ogrzania powietrza, wy-
nosi Q1 = ncp∆T, gdzie cp = cV + R jest ciep∏em
molowym przy sta∏ym ciÊnieniu (w takich warun-
kach odbywa si´ podgrzewanie). Otrzymujemy

Q1 =
pV1

RT cp(T − T0) = 88,1 MJ.

Ciep∏o dostarczone w drugim przypadku jest sumà
ciep∏a potrzebnego do podgrzania wody do 100◦C

Q2pod = m2cw∆T

oraz ciep∏a potrzebnego do odparowania wody

Q2par = m2r, gdzie m2 = V2ρ2 = m
MpT
MwT0

− 1
= 285 kg

jest masà pary (wody). Zatem

Q2 = m
MpT
MwT0

− 1
[cw(T − T0) + r] = 752 MJ.

■ c) Za∏ó˝my, ˝e w przypadku pierwszego balonu
pr´dkoÊç wyp∏ywu ciep∏a przez pow∏ok´ wynosi q1 .
Po czasie dt wyp∏ynie q1dt ciep∏a, co spowoduje 

obni˝enie temperatury powietrza o dT =
q1dt
ncp

, 

a w konsekwencji jego obj´toÊci o dV1 = nR
p dT

(n i p sà sta∏e!). Zatem spadek si∏y noÊnej wyniesie

dN1 = gρ0dV1 = g
Mpq1

T0cp
dt =

=
(
3,40 · 10−6 kg

J

)
· gq1dt.

Powierzchnia drugiego balonu jest równa 
(V2

V1

)2/3

razy powierzchnia pierwszego balonu, czyli pr´d-
koÊç wyp∏ywu ciep∏a w tym przypadku jest równa

q2 =
(V2

V1

)2/3
· q1 . W ciàgu czasu dt skropleniu ule-

gnie 
q2dt
r kilogramów pary, czyli obj´toÊç pary

zmniejszy si´ o dV2 =
q2dt
rρw

. Zatem spadek si∏y wy-

poru w tym przypadku wynosi

dN2wyporu = gρ0dV2 =

= g
ρ0

(V2

V1

)2/3
q1

rρw
dt =

=
(
5,07 · 10−7 kg

J

)
· gq1dt.

JeÊli skroplona para pozostaje w balonie, to spadek
si∏y noÊnej jest równy spadkowi si∏y wyporu:
dN2 = dN2wyporu . Otrzymujemy

k2 =
dN2

dN1
k1 = 0,15k1 = 0,045

N
s .

JeÊli woda powsta∏a ze skroplenia pary wycieka na
zewnàtrz (lub za∏oga jà wylewa), to spadek si∏y no-
Ênej jest równy spadkowi si∏y wyporu minus zmniej-
szenie ci´˝aru pary:

dN ′
2 = g

(
ρ0q2

rρw
− q2

r

)
dt =

= g
(

ρ0
ρw

− 1
)(V2

V1

)2/3 q1

r dt =

=
(
2,60 · 10−7 kg

J

)
· gq1dt.

W tym przypadku tempo spadku si∏y noÊnej wynosi

k′2 =
dN′

2

dN1
k1 = 0,08k1 = 0,023

N
s .
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ZADANIE 3 

Wektor indukcji magnetycznej �B tu˝ nad po-
wierzchnià nadprzewodnika jest zawsze styczny
do tej powierzchni. 
■ a) Korzystajàc z tego faktu, oblicz si∏´ dzia∏ajà-
cà na jednostk´ d∏ugoÊci nieskoƒczenie d∏ugiego,
cienkiego, prostoliniowego przewodu znajdujàce-
go si´ w odleg∏oÊci d od p∏aszczyzny nadprzewo-
dzàcej. Wyznacz pole �B tu˝ nad nadprzewodni-
kiem. W przewodzie p∏ynie pràd o nat´˝eniu I.
■ b) Rozwa˝my wykonanà z przewodnika, prosto-
kàtnà ramk´ o wymiarach a × b, przy czym a � b,
w której p∏ynie ustalony pràd o nieznanym nat´˝e-
niu. Masa ramki jest równa m. Przewodnik jest
cienki. Sprawdzono, ˝e gdy ramka ustawiona jest
tak, ˝e jej krótsze boki sà pionowe, to unosi si´ (le-
wituje) nad poziomà, nadprzewodzàcà p∏aszczy-
znà na wysokoÊci d⊥ liczonej do Êrodka ramki,
przy czym a � d⊥ � b. Czy ramka b´dzie si´ uno-
siç równie˝ w przypadku, gdy jej p∏aszczyzna b´-
dzie równoleg∏a do powierzchni nadprzewodnika?
JeÊli tak, to na jakiej wysokoÊci d‖? Przyspieszenie
grawitacyjne jest równe g.

ROZWIÑZANIE:
■ a) Przyjmijmy, ˝e powierzchnia nadprzewodnika
jest okreÊlona równaniem y = 0, przewodnik okre-
Êlajà równania y = d i x = 0, a pràd p∏ynie w nim
zgodnie z wektorem �ez. Pole �B dla y > 0 jest sumà
pól pochodzàcych od pràdu p∏ynàcego w naszym
drucie i pràdów wyindukowanych w nadprzewodni-
ku. Zak∏adamy, ˝e dla y > 0 pole magnetyczne po-
chodzàce od pràdów wyindukowanych w nadprze-
wodniku jest równe polu pochodzàcemu od
przewodnika o równaniach y = −d ′ , x = 0 w którym
p∏ynie pràd I ′ zgodnie z wektorem �ez. ̧ àcznie mamy

�B(x, y, z) =
µ0I
2π

[
− y − d

(y − d)2 + x2 , x
(y − d)2 + x2 , 0

]
+

+
µ0I′

2π

[
− y + d′

(y + d′)2 + x2 , x
(y + d′)2 + x2 , 0

]
,

gdzie wykorzystaliÊmy wzór na indukcj´ magnetycz-
nà pola nieskoƒczonego, prostoliniowego przewodu.
Tu˝ nad powierzchnià nadprzewodnika („y = 0+”)
dostajemy

�B(x, y = 0+, z) =
µ0I
2π

[
− −d

d2 + x2 , x
d2 + x2 , 0

]
+

+
µ0I′

2π

[
− d′

d′ 2 + x2 , x
d′ 2 + x2 , 0

]
.

Aby spe∏niç warunek brzegowy, musimy przyjàç
d′ = d, I′ = −I. Otrzymujemy wtedy

�B(x, y = 0+, z) =
µ0I
2π

[
2d

d2 + x2 , 0, 0
]
.

Si∏a dzia∏ajàca na nasz przewód pochodzi od pola
magnetycznego wytworzonego przez przewód–obraz
i zgodnie ze znanym wzorem jest równa (na jed-
nostk´ d∏ugoÊci)

�f =
µ0I2

4πd�ey .

Nasz przewód jest odpychany od nadprzewodnika.

■ b) Korzystajàc z zasady superpozycji i wyników
punktu a) otrzymujemy, ˝e pole magnetyczne nad
nadprzewodnikiem jest sumà pola magnetycznego
naszej ramki i ramki–obrazu, b´dàcej odbiciem rze-
czywistej ramki wzgl´dem p∏aszczyzny nadprze-
wodnika z zamianà pràdu I p∏ynàcego w ramce na
−I. Zatem si∏a dzia∏ajàca na ramk´ jest si∏à pocho-
dzàcà od ramki–obrazu. JeÊli wysokoÊç y ramki nad
nadprzewodnikiem spe∏nia warunek a � y � b, to
mo˝emy przyjàç, ˝e pole magnetyczne od ram-
ki–obrazu jest polem od dwóch nieskoƒczonych,
równoleg∏ych przewodników z pràdem I i −I. Przyj-
mijmy, ˝e nadprzewodnik le˝y w p∏aszczyênie y = 0
i ˝e d∏u˝sze boki ramki sà okreÊlone równaniami

x = x1 , y = y1 , −a
2 � z � a

2 oraz x = −x1 , y = y2 ,

−a
2 � z � a

2 . Si∏y dzia∏ajàce na te boki b´dà równe

�F1 =
µ0

2π I2a
[
0 − 2x1

(2x1)2 + (y1 + y2)2
,

2y1

(2y1)2
− y1 + y2

(2x1)2 + (y1 + y2)2
, 0

]
,

�F2 =
µ0

2π I2a
[
0 +

2x1

(2x1)2 + (y1 + y2)2
,

2y2

(2y2)2
− y1 + y2

(2x1)2 + (y1 + y2)2
, 0

]
.

Poniewa˝  a � b, si∏y pochodzàce od krótszych 
boków pomijamy.
Suma si∏ �F1 i �F2 , dla ramki równoleg∏ej do nad-

przewodnika (x1 = b
2 ,   y1 = y2 = y), jest równa

�F‖ =
µ0

2π I2a
[
0, 2

2y
(2y)2

− 2
2y

b2 + (2y)2
, 0

]
≈

≈ µ0

2π I2a
[
0, b2

4y3 , 0
]
.

Dla ramki prostopad∏ej do nadprzewodnika 
(
x1 = 0,   y1 = y + b

2 ,   y2 = y − b
2

)

�F⊥ =
µ0

2π I2a
[
0,

2y + b
(2y + b)2

+
2y − b

(2y − b)2
− 4y

(2y)2
, 0

]
≈

≈ µ0

2π I2a
[
0, b2

4y3 , 0
]
,
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czyli w obu przypadkach si∏a jest taka sama! Ozna-
cza to, ˝e w obu przypadkach ramka b´dzie si´ uno-
si∏a na tej samej wysokoÊci nad nadprzewodnikiem,
czyli d‖ = d⊥ .

ZADANIE DOÂWIADCZALNE
Masz do dyspozycji:
� optycznà „czarnà skrzynk´”,
� laser,
� dwa spinacze do bielizny,
� papier milimetrowy,
� prostopad∏oÊcienny klocek, 
� plastelin´ i taÊm´ klejàcà.
Optyczna „czarna skrzynka” zawiera p∏asko-rów-
noleg∏à p∏ytk´ z przezroczystego materia∏u. 
Wyznacz gruboÊç p∏ytki d oraz wspó∏czynnik za∏a-
mania n materia∏u, z którego jest wykonana.

Uwaga!
1) Laser emituje spolaryzowane liniowo Êwiat∏o
o d∏ugoÊci fali λ = 650 nm. 
2) Zachowaj szczególnà ostro˝noÊç i w ˝adnym
wypadku nie dopuÊç do tego, by promieƒ Êwiat∏a
laserowego (bezpoÊrednio, bàdê po odbiciu) do-
sta∏ si´ do oka.
3) Gdy nie wykonujesz pomiarów, wy∏àcz laser.

ROZWIÑZANIE
Optyczna czarna skrzynka
sk∏ada si´ ze szklanej p∏ytki
oraz nieprzezroczystej pod-
k∏adki o zbli˝onej gruboÊci.
Szklana p∏ytka po∏àczona by∏a
z podk∏adkà za pomocà nie-
przezroczystej plastikowej li-
stwy w sposób przedstawiony
na rysunku 1. Do pomiarów optycznych dost´pna
by∏a tylko jedna powierzchnia szklanej p∏ytki. 
Wspó∏czynnik za∏amania przezroczystego materia-
∏u (szk∏a) n oraz gruboÊç p∏ytki d mo˝na wyznaczyç,
badajàc odbicie Êwiat∏a od p∏ytki. Poniewa˝ wÊród
dost´pnych przyrzàdów nie ma kàtomierza, odpo-

wiednie kàty trzeba wyznaczyç, odwzorowujàc bieg
promienia laserowego na papierze milimetrowym
i korzystajàc z odpowiednich funkcji trygonome-
trycznych. Takie pomiary mo˝na wykonaç w uk∏a-
dzie doÊwiadczalnym przedstawionym schematycz-
nie na rys. 2. 
Optyczna „czarna skrzynka” ustawiona jest obok
prostopad∏oÊciennego klocka w taki sposób, aby po-
wierzchnia p∏ytki by∏a prostopad∏a do klocka. Papier
milimetrowy zamocowany na wi´kszym z boków
klocka, przy u˝yciu plasteliny lub taÊmy klejàcej, pe∏-
ni rol´ ekranu. Laser zamocowany jest w uchwycie
sporzàdzonym z dwóch spinaczy do bielizny (rys. 2).
Takie rozwiàzanie umo˝liwia nie tylko zmian´ kàta
padania Êwiat∏a na p∏ytk´, ale pozwala równie˝ na
swobodne obracanie lasera, umo˝liwiajàce zmian´
orientacji p∏aszczyzny polaryzacji Êwiat∏a.
Promieƒ Êwiat∏a laserowego pada na p∏ytk´ pod kà-
tem α (rys. 3). Cz´Êç Êwiat∏a odbija si´, a cz´Êç za-
∏amuje pod kàtem β i wnika do p∏ytki, po czym od-
bija si´ od tylnej Êcianki p∏ytki i po za∏amaniu
(równie˝ pod kàtem α), pada na ekran. W efekcie,
na ekranie pojawiajà si´ dwie plamki, jedna pocho-
dzi od promienia odbitego od przedniej, druga od
tylnej powierzchni p∏ytki. Z prostych rozwa˝aƒ geo-
metrycznych wynika, ˝e 

c
b = tgα,        c

2d = tgβ .

¸àczàc te wyra˝enia, mo˝emy wyraziç odleg∏oÊç
mi´dzy plamkami b w postaci 

b = 2dtgβctgα.

Bioràc pod uwag´, ˝e wspó∏czynnik za∏amania

n =
sinα
sinβ

i korzystajàc z zale˝noÊci

sinα = l√
a2 + l2

,       cosα = a√
a2 + l2

,
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po prostych przekszta∏ceniach dostajemy wyra˝enie
na odleg∏oÊç pomi´dzy plamkami:

b =
2ad√

l 2(n2 − 1) + a2n2
. (1) 

Z wyra˝enia (1) wynika, ˝e odleg∏oÊç mi´dzy plam-
kami jest funkcjà gruboÊci d p∏ytki oraz wspó∏czyn-
nika za∏amania n przezroczystego materia∏u. Dla
wyznaczenia obu tych wielkoÊci wystarczy zmierzyç
b dla co najmniej dwóch ró˝nych kàtów padania
Êwiat∏a na p∏ytk´ (oznacza to wykonanie pomiarów
dla dwóch par odleg∏oÊci a oraz l). Znacznie lepszà
dok∏adnoÊç osiàgnàç mo˝na, wykonujàc pomiary
dla wi´kszej liczby konfiguracji i próbujàc przedsta-
wiç je graficznie w sposób umo˝liwiajàcy dopaso-
wanie prostej do danych doÊwiadczalnych. Jedna
z mo˝liwoÊci polega na doprowadzeniu zwiàzku (1)
do postaci:

a2

b2 = n2

4d 2 (l 2 + a2) − l 2

4d 2 . (2)

JeÊli wykonaç pomiary w taki sposób, ˝e promieƒ
lasera padaç b´dzie zawsze w to samo miejsce na
p∏ytce (czyli przy ustalonej odleg∏oÊci l), a zmieniaç
si´ b´dzie odleg∏oÊci a plamki od brzegu ekranu, to
zale˝noÊç (2) przyjmie postaç liniowà: 

y = Ax − B, (3)

gdzie y = a2/b2,  x = l 2 + a2,  A = n2/4d 2, B = l 2/4d 2.
Dopasowanie do danych doÊwiadczalnych pozwoli
wyznaczyç zarówno wspó∏czynnik za∏amania n jak
i gruboÊç p∏ytki d. Wadà takiego rozwiàzania jest to,
˝e wielkoÊci te sà ze sobà powiàzane i niepewnoÊç
wyznaczenia gruboÊci p∏ytki wp∏ywa na niepewnoÊç
wyznaczenia wspó∏czynnika za∏amania.
Mo˝na tego uniknàç, wyznaczajàc wspó∏czynnik za-
∏amania w niezale˝nym eksperymencie, natomiast
równanie (2) przekszta∏ciç mo˝na do postaci rów-
nania prostej, w którym jedynym parametrem do-
pasowania b´dzie gruboÊç p∏ytki, np.

(l 2 + a2)n2 − l 2 = 4d 2 a2

b2 , (4)

co mo˝na zapisaç jako:

y1 = 4d 2x1 , (5) 

gdzie  y1 = (l 2 + a2)n2 − l 2 ,     x1 = a2/b2 . 

Wspó∏czynnik za∏amania przezroczystego materia-
∏u mo˝na wyznaczyç, korzystajàc z tego, ˝e Êwiat∏o
emitowanie przez laser jest spolaryzowane. Zmie-
niajàc ustawienie kierunku polaryzacji Êwiat∏a (po-
przez obracanie obudowy lasera), nale˝y znaleêç
taki kàt odbicia, przy którym nat´˝enie Êwiat∏a od-
bitego jest minimalne. Z takà sytuacjà mamy do
czynienia, gdy p∏aszczyznà polaryzaci Êwiat∏a pada-

jàcego jest p∏aszczyzna padania, natomiast kàt pa-
dania (odbicia) jest równy kàtowi Brewstera αB ,
tzn. zachodzi zwiàzek

n = tgαB . (6)
Znajàc wspó∏czynnik za∏amania n, nale˝y podstawiç
dane doÊwiadczalne do zale˝noÊci (5) i dopasowaç
prostà. 

■ Cz´Êç doÊwiadczalna 
Zmontowano uk∏ad pomiarowy zgodnie ze schema-
tem przedstawionym na rys. 2. Plastikowe os∏onki
p∏ytki by∏y zaokràglone i dlatego, ˝eby ustawiç jà
w pozycji pionowej, u˝yto plasteliny. 
Przyk∏adowe wyniki pomia-
rów d∏ugoÊci a oraz odleg∏o-
Êci pomi´dzy plamkami b
uzyskane dla l = (68 ± 1)
mm zebrano w tabeli 1.
Przyj´to dok∏adnoÊç po-
miarów 0,5 mm. 
Uzyskane rezultaty przed-
stawiono na wykresie i do-
pasowano prostà (rys. 4). 
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a, mm b, mm

18,5 4,5

28,5 6,5

33 7

42,5 8,5

63,5 10,5

TABELA 1

Z dopasowania prostej uzyskano wspó∏czynnik
kierunkowy A = (0,0055 ± 0,0003) mm−2 ,
B = (8,9 ± 1,5), co nast´pnie pozwoli∏o 
wyznaczyç wspó∏czynnik za∏amania

n = l

√
A
B = (1,67 ± 0,15) oraz

d = l/
(
2
√

B
)

= (11,4 ± 0,95) mm. 

Wyznaczenie wspó∏czynnika za∏amania z pomiaru
kàta Brewstera da∏o dok∏adniejsze rezultaty. Na
podstawie Êredniej z kilku pomiarów uzyskano war-
toÊç n = tgαB = (1,48 ± 0,05). Wyniki pomiarów kà-
towych naniesiono na wykres (rys. 5). 
Z dopasowania prostej do zale˝noÊci (5) otrzymano
4d2 = (380 ± 20) mm2 , co daje d = (9,7 ± 0,3) mm.



49

Uzyskana w ten sposób gruboÊç p∏ytki jest bardzo
bliska wartoÊci 10,0 mm zmierzonej wczeÊniej przy
u˝yciu suwmiarki. 
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Tort z nazwiskami laureatów (fot. ¸ukasz Badowski).


