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ZADANIE 1
Z wysokoÊci h = 1 m (nad poziomà pod∏ogà)
puszczono jednoczeÊnie dwie kulki: wi´kszà
o masie M i promieniu R i mniejszà o masie m
i promieniu r. W chwili wypuszczenia kulki by∏y
bardzo blisko siebie, ale nie styka∏y si´, odcinek
∏àczàcy ich Êrodki tworzy∏ z pionem kàt α, a kul-
ka wi´ksza by∏a ni˝ej ni˝ mniejsza (patrz rysu-
nek). Zak∏adamy, ˝e wszystkie zderzenia sà do-
skonale spr´˝yste i trwajà nieskoƒczenie krótko.
Pomijamy opór powietrza. Kulki sà idealnie g∏ad-
kie. Przyjmujemy równie˝, ˝e M jest du˝o wi´ksze
ni˝ m, a h du˝o wi´ksze ni˝ R.
� a) Dla jakiego α mniejsza kulka poleci najwy˝ej
po pierwszym zderzeniu? Ile wynosi ta wysokoÊç?
� b) Zak∏adajàc, ˝e kulki nie zderzà si´ ze sobà
ponownie, oblicz – w zale˝noÊci od kàta α – odle-
g∏oÊç mi´dzy miejscem pierwszego uderzenia
mniejszej kulki o pod∏og´, a punktem odbicia
wi´kszej kulki od pod∏ogi.
� c) Dla jakiego α odleg∏oÊç wyznaczona w punk-
cie b) jest najwi´ksza? Ile wynosi ta odleg∏oÊç?

ROZWIÑZANIE
W zagadnieniu wyst´pujà kolejno nast´pujàce fazy:
(i) spadek swobodny obu kulek; (ii) odbicie spr´˝y-
ste wi´kszej kulki od pod∏ogi; (iii) zderzenie spr´˝y-
ste mniejszej kulki z wi´kszà; (iv) ruch swobodny
mniejszej kulki w polu grawitacyjnym (wi´ksza ju˝
nas nie interesuje).

■ ad (i) Tu˝ przed fazà (ii) obie kulki majà takà sa-
mà pr´dkoÊç V (skierowanà w dó∏), którà mo˝emy

wyznaczyç z zasady zachowania energii: V =
√

2gh.

■ ad (ii) W wyniku odbicia wi´kszej kulki od pod-
∏ogi wartoÊç jej pr´dkoÊci si´ nie zmieni (odbicie
jest spr´˝yste), natomiast zmieni si´ zwrot.
■ ad (iii) Przed zderzeniem wspó∏rz´dne pr´dko-
Êci kulek sà nast´pujàce: 
Du˝a kulka: pionowa V y

p = V, pozioma V x
p = 0.

Ma∏a kulka: pionowa vy
p = −V, pozioma vx

p = 0.
W uk∏adzie odniesienia, w którym du˝a kulka spo-
czywa, wspó∏rz´dne pr´dkoÊci mniejszej kulki sà
równe: pionowa vy

p′ = −2V, pozioma: vx
p′ = 0. 

Poniewa˝ du˝a kulka ma mas´ du˝o wi´kszà ni˝
ma∏a, w wyniku zderzenia jej pr´dkoÊç si´ nie zmie-
ni. W uk∏adzie du˝ej kulki wartoÊç pr´dkoÊci ma∏ej
kulki nie ulegnie zmianie, ale odbicie zajdzie zgod-
nie z zasadà, ˝e kàt odbicia równa si´ kàtowi pada-
nia. Zatem w uk∏adzie du˝ej kulki wspó∏rz´dne
pr´dkoÊci ma∏ej kulki po zderzeniu b´dà równe:
pionowa vy

k′ = 2V cos 2α, pozioma vx
k′ = 2V sin 2α

(oÊ x na rysunku kierujemy poziomo w lewo).
Przechodzàc z powrotem do uk∏adu pod∏ogi otrzy-
mamy  

vy
k = vy

k′ + V = V(2 cos 2α + 1), vx
k = vx

k′ = 2V sin 2α.

■ ad (iv) W tym przypadku mamy do czynienia
z rzutem ukoÊnym z pr´dkoÊcià poczàtkowà
o wspó∏rz´dnych (vx

k, v
y
k). Czas t tego rzutu (do mo-

mentu uderzania w pod∏og´) to czas potrzebny na
zmian´ pr´dkoÊci pionowej z vx

k na −vx
k , czyli

t =
2vy

k

g . W tym czasie mniejsza kulka przeb´dzie

w poziomie drog´ 

l = vx
k · t = 2V sin 2α · V(2 cos 2α + 1)

g =

=
4V 2

g sin 2α(2 cos 2α + 1) = 8h sin 2α(2 cos 2α + 1) .

Aby znaleêç maksimum tej funkcji, policzmy jej po-
chodnà po α:

dl
dα = 16h(4 cos2 2α + cos 2α − 2).
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Przyrównujàc t´ wielkoÊç do zera, otrzymujemy
równanie kwadratowe na cos 2α z rozwiàzaniami

cos 2α =
−1 ±√

33
8 .

Oczekujemy, ˝e 2α ∈
〈
0; π

2

)
(ma∏a kulka po odbi-

ciu powinna polecieç choç troch´ do góry), zatem

cos 2α =
−1 +

√
33

8 . 

Wtedy α ≈ 26, 812◦ , sin 2α =
1
8

√
30 + 2

√
33.

Zasi´g l odpowiadajàcy takiemu α wynosi

1
4h

(
3 +

√
33

)√
30 + 2

√
33 ≈ 14, 081h.

Najwi´kszà wysokoÊç, jakà osiàgnie ma∏a kulka,
znajdujemy z zasady zachowania energii:

ymax =
(vy

k)
2

2g =
V2(2 cos 2α + 1)2

2g = h(2 cos 2α + 1)2 .

WysokoÊç ta jest najwi´ksza dla α = 0 i wynosi wte-
dy 9h. Dla α odpowiadajàcego najwi´kszemu zasi´-
gowi otrzymujemy 

ymax = h
(
2 · −1 +

√
33

8 + 1
)2

=

= h
16

(
3 +

√
33

)2 ≈ 4, 779h.

Odpowiedê:
� a) Najwi´ksza wysokoÊç odpowiada α = 0 i wy-
nosi 9h = 9 m.
� b) Zasi´g wyra˝ony jest wzorem

l = 8h sin 2α(2 cos 2α + 1).
� c) Najwi´kszy zasi´g jest dla 

α =
1
2arccos

(−1 +
√

33
8

)
≈ 26, 812◦

i wynosi 
1
4h

(
3 +

√
33

)√
30 + 2

√
33 ≈ 14, 081h = 14, 081 m .

Otrzymane wyniki warto jest porównaç z sytuacjà,
gdy poczàtkowo na wysokoÊci h znajduje si´ tylko
ma∏a kulka, a du˝a spoczywa na pod∏odze. W tym
przypadku, po odbiciu mniejszej kulki od wi´kszej
mamy do czynienia z rzutem ukoÊnym pod kàtem
2α w stosunku do pionu z pr´dkoÊcià poczàtkowà

V =
√

2gh. Analogiczne wyniki sà nast´pujàce: naj-
wi´ksza wysokoÊç jest te˝ dla α = 0 i wynosi h. 
Zasi´g jest równy 2h sin 4α. Najwi´kszy zasi´g jest
dla α = 22, 5◦ i wynosi 2h.

ZADANIE 2
Rozwa˝amy kondensator walcowy o promieniu ze-
wn´trznym R i wewn´trznym r oraz d∏ugoÊci l, przy
czym l � R. PojemnoÊç tego kondensatora wynosi
C0, a ok∏adki sà bardzo cienkie. Niena∏adowany
kondensator w∏o˝ono do nieprzewodzàcej cieczy
o g´stoÊci ρ i sta∏ej dielektrycznej εr. Kondensator

p∏ywa w pozycji pionowej, nad cieczà znajduje si´
jego fragment o d∏ugoÊci h0 (rysunek). Nast´pnie
ok∏adki kondensatora po∏àczono niewa˝kimi prze-
wodami z baterià o napi´ciu U. Jaka b´dzie d∏u-
goÊç h cz´Êci kondensatora nad cieczà? Zak∏ada-
my, ˝e ciecz mo˝e swobodnie wp∏ywaç w obszar
mi´dzy ok∏adkami, natomiast nie wp∏ywa do ob-
szaru mi´dzy wewn´trznà ok∏adkà a osià konden-
satora. Powierzchnia cieczy, która wp∏yn´∏a do ob-
szaru mi´dzy ok∏adkami, jest pozioma (zapewnia
to cienki, odpowiednio dopasowany krà˝ek z die-
lektryka, który mo˝e swobodnie przesuwaç si´
w tym obszarze. Pozioma jest równie˝ powierzch-
nia cieczy poza kondensatorem (pomijamy napi´-
cie powierzchniowe). Zak∏adamy, ˝e poziomy cie-
czy – zarówno na zewnàtrz jak i wewnàtrz
kondensatora – sà odleg∏e od koƒców walca i ˝e
walec w obu rozpatrywanych przypadkach p∏ywa
pionowo w cieczy. Przyjmij, ˝e wartoÊç przyspie-
szenia ziemskiego jest znana i wynosi  g .

ROZWIÑZANIE
■ 1. Obliczenie pojemnoÊci kondensatora cz´Êcio-
wo wype∏nionego cieczà.
Znajdêmy najpierw pole elektryczne pomi´dzy
ok∏adkami nieskoƒczonego kondensatora walcowe-
go. Jedynym polem o symetrii zgodnej z symetrià
kondensatora (niezmienniczoÊç przy obrotach 
wokó∏ osi walca, przy przesuni´ciach wzd∏u˝ osi wal-
ca i przy odbiciach wzgl´dem p∏aszczyzn symetrii
kondensatora) jest pole prostopad∏e do osi konden-
satora i o wartoÊci zale˝nej tylko od odleg∏oÊci  a od
tej osi: �E = E(a) · �ea , gdzie �ea jest wersorem pro-
stopad∏ym do osi walca (i jednoczeÊnie prostopa-
d∏ym do ok∏adek). Takie pole jest jednoczeÊnie bez-
wirowe i prostopad∏e do ok∏adek. Strumieƒ tego
pola przez powierzchni´ b´dàcà wspó∏osiowym
z kondensatorem walcem o promieniu a, gdzie
R > a > r, i d∏ugoÊci ∆z jest równy 2πa∆zE(a).
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Na podstawie prawa Gaussa ten strumieƒ jest nie-

zale˝ny od a dla R > a > r, zatem E(a) = A
a , gdzie

A jest pewnà sta∏à niezale˝nà od a, ale proporcjo-
nalnà do ró˝nicy potencja∏ów U mi´dzy ok∏adkami.
Zatem ostatecznie 

E(a) = αU
a . (1)

JeÊli kondensator jest w cz´Êci wype∏niony dielek-
trykiem w sposób, jaki rozwa˝amy w zadaniu, to 
pole elektryczne pomi´dzy ok∏adkami nadal ma po-
wy˝szà postaç, gdy˝ takie pole nadal jest bezwiro-
we, spe∏nia warunki brzegowe (jest prostopad∏e do
ok∏adek) i nadal spe∏nia prawo Gaussa. 
Do tej pory rozwa˝aliÊmy kondensator nieskoƒczo-
ny. W przypadku kondensatora skoƒczonego zak∏a-
damy, ˝e pole elektryczne jest nadal w jego wn´trzu
okreÊlone przez równanie (1). Odpowiada to pomi-
ni´ciu efektów brzegowych i jest uzasadnione, gdy
l � R. 
Strumieƒ indukcji pola elektrycznego przez po-
wierzchni´ walca o promieniu a (znowu
R > a > r), wspó∏osiowego z naszym kondensato-
rem oraz zaczynajàcego si´ i koƒczàcego tam gdzie
nasz kondensator (czyli o ∆z = l) jest równy

Φ = y · 2πaε0εrE(a) + (l − y) · 2πaε0E(a) =

= 2πε0[l + y(εr − 1)]αU,

gdzie y jest d∏ugoÊcià cz´Êci kondensatora wype∏-
nionej dielektrykiem, ε0εrE(a) – indukcjà pola elek-
trycznego w obszarze, gdzie jest dielektryk, a ε0E(a)
– indukcjà pola elektrycznego w obszarze, gdzie nie
ma dielektryka. Na podstawie prawa Gaussa stru-
mieƒ Φ jest równy ∏adunkowi na wewn´trznej
ok∏adce Q, czyli

2πε0[l + y(εr − 1)]αU = Q.

PojemnoÊç kondensatora jest równa

C = Q
U = 2πε0[l + y(εr − 1)]α.

Dla y = 0 (pusty kondensator) C = C0 , co pozwala
na wyznaczenie sta∏ej α. Ostatecznie

C = C(y) = [l + y(εr − 1)]C0 .

■ 2. Wyznaczenie wysokoÊci y, na jakà jest wciàga-
na ciecz mi´dzy ok∏adkami kondensatora.
Wprowadêmy zmiennà x = l − h mierzàcà g∏´bo-
koÊç, na jakà zanurza si´ kondensator.
a) JeÊli kondensator jest na∏adowany, ale od∏àczo-
ny od baterii, to, przy ustalonym zewn´trznym 
poziomie cieczy x, wewn´trzny poziom cieczy y
znajdziemy ˝àdajàc, by minimalna by∏a suma grawi-
tacyjnej energii potencjalnej cieczy (równej iloczy-
nowi ci´˝aru cz´Êci cieczy wewnàtrz kondensatora
powy˝ej poziomu zewn´trznego przez wysokoÊç jej

Êrodka ci´˝koÊci) i energii elektrostatycznej kon-
densatora:

Eg + Ee = ρg(y − x)π(R2 − r2)y − x
2 + Q2

2C .

Ró˝niczkujàc powy˝sze wyra˝enie po y i przyrównu-
jàc do 0, dostajemy

ρg(y − x)π(R2 − r2) − Q2

2C2
dC
dy = 0.

Wstawiajàc dCdy = (εr − 1)
C0

l i Q
C = U, otrzymujemy

y = x + U2

2 (εr − 1)
C0

ρglπ(R2 − r2)
. (2)

Poniewa˝ si∏a wciàgajàca ciecz do kondensatora jest
czysto elektrostatyczna – zale˝y tylko od rozk∏adu
∏adunków w jego wn´trzu i uk∏adu dielektryków –
zatem nie ulegnie zmianie, jeÊli do ok∏adek konden-
satora pod∏àczymy napi´cie równe Q/C. Powy˝szy
wzór obowiàzuje zatem równie˝ w sytuacji rozwa˝a-
nej w zadaniu. 
b) Ten sam wynik otrzymamy, rozwa˝ajàc konden-
sator ca∏y czas pod∏àczony do baterii, ale wtedy mu-
simy uwzgl´dniç równie˝ jej energi´ równà −UQ.
˚àdamy wtedy, by w stanie równowagi wielkoÊç

Eg + Ee − UQ = ρg(y − x)π(R2 − r2)y − x
2 − C(y)U2

2

by∏a minimalna ze wzgl´du na zmiany wewn´trzne-
go poziomu cieczy przy ustalonym U. 

■ 3. Wyznaczenie g∏´bokoÊci zanurzenia kondensa-
tora. Dla danego y g∏´bokoÊç, na jakà zanurzy si´
kondensator, mo˝emy wyznaczyç z prawa Archime-
desa 

Mg + ρgyπ(R2 − r2) = ρgxπR2 , (3)

gdzie M jest masà kondensatora. Tym samym

Mg = ρgyπr2 − ρg(y − x)πR2 .

Gdy U = 0, mamy x = y = l − h0 , stàd 

Mg = ρg(l − h0)πr2 ,

a ∏àczàc dwa ostatnie równania, otrzymujemy

g(l − h0)πr2 = ρgyπr2 − ρg(y − x)πR2 , 

co wygodnie jest przekszta∏ciç do postaci

g(x − l + h0)πr2 = ρg(y − x)π(R2 − r2), 

aby nast´pnie wstawiç po prawej stronie y wyra˝o-
ne wzorem (2):

g(x − l + h0)πr2 =
C0(εr − 1)U2

2l .

Stàd wyliczamy ostatecznie

h = l − x = h0 −
C0(εr − 1)U2

2glπr2 . (4)
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■ 4. PodejÊcie czysto energetyczne.
Nieco innym podejÊciem jest za˝àdanie, by ca∏ko-
wita energia uk∏adu, uwzgl´dniajàca 
� energi´ elektrostatycznà kondensatora, 
� energi´ baterii, 
� ca∏kowità energi´ grawitacyjnà cieczy i
� energi´ grawitacyjnà (Êrodka masy) kondensatora, 
by∏a minimalna ze wzgl´du na zmian´ poziomu cieczy
wewnàtrz kondensatora oraz wysokoÊci jego Êrodka
masy (zak∏adamy, ˝e Êciany naczynia sà pionowe):

Ecała = ρg(y − x + z)π(R2 − r2)
y − x + z

2 +

+ρg(x − z)πr2 x − z
2 + ρgz(S − πR2) z

2+

+CU2

2 − UQ − Mg(x − z) .

gdzie z jest wysokoÊcià zewn´trznego poziomu cie-
czy (unormowanà tak, by z = 0 dla U = 0), a S – po-
wierzchnià dna naczynia. 
Poniewa˝ ca∏kowita obj´toÊç cieczy si´ nie zmienia,

z(S − πR2) + (y − x + z)π(R2 − r2) +

+ (x − z)πr2 = (h0 − l)πr2 . (5)

JeÊli za∏o˝ymy, ˝e S � πR2 (uwaga: nie jest to za∏o-
˝enie usprawiedliwione treÊcià zadania i dlatego le-
piej by∏o skorzystaç wprost z prawa Archimedesa!),
otrzymamy z ≡ 0 i w konsekwencji

Ecała = ρg(y − x)π(R2 − r2)y − x
2 +

+ ρgxπr2 x
2 − CU2

2 − Mgx.

W stanie równowagi to wyra˝enie powinno byç (lo-
kalnie) minimalne. Oznacza to, ˝e pochodna po y
przy ustalonym x powinna byç równa 0, co prowa-
dzi do równania (2), oraz, ˝e pochodna po x przy
ustalonym y powinna byç równa 0, co prowadzi do
równania (3). OczywiÊcie za∏o˝enie S � πR2 nie
jest niezb´dne: ˝àdanie, by energia ca∏kowita by∏a
minimalna ze wzgl´du na zmiany x i y, przy za∏o˝e-
niu, ˝e z wyznaczymy z równania (5), daje oczywi-
Êcie takie same wyniki (inaczej prawo Archimedesa
nie by∏oby spe∏nione).
■ 5. PodejÊcie opierajàce si´ na wyznaczeniu si∏y,
z jakà ∏adunki w kondensatorze wciàgajà ciecz mi´-
dzy ok∏adki.
Zamiast uwzgl´dniaç energi´ grawitacyjnà cieczy,
mo˝na zauwa˝yç, ˝e si∏a wciàgajàca jà mi´dzy
ok∏adki kondensatora jest zwiàzana 
� z pochodnà energii elektrostatycznej kondensa-
tora (�ey jest tu wersorem skierowanym zgodnie ze
wzrostem y, czyli do góry): 

�F = −�ey
dEe

dy Q=const =

= −�ey

d
(

Q2

2C(y)

)
dy |Q=const = U2

2 C0
εr − 1

l �ey ,

gdzie przyj´liÊmy (na chwil´, w trakcie ró˝niczko-
wania – jest to podejÊcie analogiczne do 2a), ˝e
U = C(y)Q i  Q = const, 
� lub z pochodnà sumy energii elektrostatycznej
kondensatora i energii baterii:

�F = −�ey
d(Ee − UQ)

dy |U=const =

= −�ey

d
(−C(y)U2

2

)
dy |U=const = U2

2 C0
εr − 1

l �ey ,

gdzie przyj´liÊmy Q = U
C(y) i U = const (jest to po-

dejÊcie analogiczne do 2b).
Szcz´Êliwie si´ sk∏ada, ˝e ta si∏a nie zale˝y od y , co
radykalnie upraszcza rozwiàzanie tà metodà, gdy˝
nie musimy wyznaczaç y !
Z trzeciej zasady dynamiki wynika, ˝e woda dzia∏a
na kondensator (dodatkowà) si∏à skierowanà prze-
ciwnie, czyli równà −�F. Uwzgl´dniajàc to, dostaje-
my z prawa Archimedesa

M�g − �F = ρ�g(l − h0)πr2 ,

co znowu prowadzi do wzoru (4). Trzeba jednak
podkreÊliç, ˝e mimo wi´kszej prostoty rachunko-
wej, to rozwiàzanie wymaga bardzo uwa˝nej anali-
zy zwrotów dzia∏ajàcych si∏.
■ 6. Wprowadzajàc oznaczenie mc = ρgπr2l, odpo-
wiadajàce ci´˝arowi cieczy wypartej przez ca∏kowi-
cie zanurzony kondensator, mo˝emy napisaç tro-
ch´ bardziej przejrzysty wzór na zmian´ d∏ugoÊci
wystajàcej cz´Êci kondensatora:

∆h = h − h0 = −U2

2 (εr − 1)
C0

mc
. (6)

Poniewa˝ εr > 1, wzór ten oznacza, ˝e po pod∏àcze-
niu kondensatora do baterii, niezale˝nie od znaku U,
jego zanurzenie wzroÊnie, czyli wzroÊnie wewn´trz-
ny poziom cieczy. Przy ustalonym U zanurzenie 
b´dzie ros∏o ze wzrostem C0 i z maleniem mc . Ma-
sa kondensatora nie ma wp∏ywu na zmian´ g∏´bo-
koÊci zanurzenia pod wp∏ywem U, choç oczywiÊcie
decyduje o wartoÊci h0 . Nale˝y podkreÊliç, ˝e wzory
(4) i (6) majà stosowalnoÊç ograniczonà do U
mniejszych od napi´cia powodujàcego ca∏kowite
wype∏nienie cieczà obszaru mi´dzy ok∏adkami kon-
densatora.

ZADANIE 3
W pustej przestrzeni znajduje si´ kulka o promie-
niu  r oraz ma∏e (w porównaniu z kulkà), izotro-
powe êród∏o Êwiat∏a (˝arówka). Odleg∏oÊç mi´dzy
ich Êrodkami wynosi d, a temperatura kulki wyno-
si T1 (kulka jest w stanie równowagi termodyna-
micznej z otoczeniem). Mi´dzy êród∏o Êwiat∏a
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a kulk´, w odleg∏oÊci a od êród∏a, wstawiamy
cienkà soczewk´ o promieniu R = 2r i ogniskowej
f = d/3. OÊ optyczna soczewki pokrywa si´ z osià
êród∏o – Êrodek kulki.
� a) Jaka b´dzie (po ustaleniu si´ stanu równo-
wagi) temperatura kulki, jeÊli a = 2d/5?
� b) Jaka b´dzie (po ustaleniu si´ stanu równo-
wagi) temperatura kulki, jeÊli a = 3d/5?
� c) Jakà maksymalnà temperatur´ kulki (po
ustaleniu si´ stanu równowagi) mo˝na osiàgnàç,
dobierajàc odpowiednio po∏o˝enie soczewki?
Przyjmij, ˝e r jest znacznie mniejsze ni˝ d. Kulk´
traktujemy jako cia∏o doskonale czarne o nie-
skoƒczonym przewodnictwie cieplnym. Zak∏ada-
my, ˝e soczewka nie poch∏ania i nie odbija pro-
mieniowania. Moc êród∏a Êwiat∏a w ka˝dym
przypadku jest taka sama.
Wskazówka: Cia∏o doskonale czarne poch∏ania
ca∏e padajàce na nie promieniowanie, natomiast
w jednostce czasu emituje promieniowanie
o energii σST 4 , gdzie S jest jego powierzchnià, 
T – temperaturà, a σ sta∏à uniwersalnà (sta∏à Ste-
fana–Boltzmanna).

ROZWIÑZANIE
W poczàtkowej sytuacji do kulki docierajà promie-
nie wysy∏ane wewnàtrz sto˝ka o kàcie rozwarcia

α ≈ r
d , co odpowiada kàtowi bry∏owemu πα2 , pod-

czas gdy pe∏ny kàt bry∏owy ma miar´ 4π. JeÊli ˝a-
rówka ma moc P, to iloÊç energii docierajàcej do

kulki w jednostce czasu jest równa P · πα2

4π . Ta

energia jest równa energii wypromieniowywanej
przez kulk´:

P · πα2

4π = σ · 4πr2T 4
1 .

Mo˝emy stàd wyznaczyç moc ˝arówki:

P =
16σπr2T 4

1

α2 . (7)

JeÊli w odleg∏oÊci x od ˝arówki znajduje si´ soczew-
ka o ogniskowej f (rysunek), to Êwiat∏o z ˝arówki

jest skupiane w odleg∏oÊci y = fx
x − f od soczewki,

czyli w odleg∏oÊci

z = y + x − d = fx
x − f + x − d

od Êrodka kulki. Dla  f = d/3 ten wzór przyjmuje 
postaç 

z =
−3dx + 3x2 + d2

3x − d .

Do kulki docierajà promienie, które padajà na so-
czewk´ w odleg∏oÊci od osi soczewki nie wi´kszej ni˝ 

b = y
z r = xd

d2 + 3x2 − 3xd
r =

x
d

3
(

x
d − 1

2

)2
+

1
4

r

i jednoczeÊnie nie wi´kszej ni˝ promieƒ soczewki
R = 2r. Energia na jednostk´ czasu, która dociera
do kulki, liczona analogicznie, jak w przypadku bez
soczewki, wynosi zatem

(min(b,R)/x)2

4 P.

Przyrównujàc powy˝szy wzór do σ · 4πr2T4

i uwzgl´dniajàc (7), mo˝emy wyznaczyç temperatu-
r´ T w danym przypadku:

T = T1

[ (min(b,R)/x)2

(r/d)2

] 1
4

=

=




T1
1√

3
(

x
d − 1

2

)2
+

1
4

dla x ∈
(
0; d

2

〉
∪

〈
2d
3 ; 0

)

T1

√
2d
x

dla x ∈
(

d
2 ;

2d
3

)

.

� a) W tym przypadku mamy x = a = 2d/5 i otrzy-
mujemy  z = 7d/5,  b = 10r/7,  czyli b < R i

T =
5
√

7
7 T1 ≈ 1, 89T1 .

� b) W tym przypadku mamy x = a = 3d/5 i otrzy-
mujemy  z = 7d/20,  b = 15r/7,  czyli b > R i

T =
√

30
3 T1 ≈ 1, 83T1 .

� c) W tym przypadku nale˝y znaleêç x ∈ (0; d) da-
jàce maksymalne T. Wystarczy zauwa˝yç, ˝e maksy-
malna wartoÊç górnego wyra˝enia jest osiàgana dla
x = d/2, czyli jeszcze w obszarze jego stosowalnoÊci.
Poniewa˝ wiemy, ˝e dla ka˝dego x wartoÊç T jest
mniejszà spoÊród wartoÊci przyjmowanych przez
górne i dolne wyra˝enie, wi´c x = d/2 daje maksy-
malne T. Podstawiajàc, otrzymujemy Tmax = 2T1 .
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ZADANIE DOÂWIADCZALNE
Masz do dyspozycji:
� wk∏ad piszàcy do o∏ówka automatycznego,
� dwa szkie∏ka do mikroskopu, 
� linijk´,
� mi´kkie przewody miedziane z odizolowanymi
koƒcówkami,
� woltomierz,
� amperomierz,
� bateryjk´ 1,5 V i przewody elektryczne umo˝-
liwiajàce po∏àczenie uk∏adu pomiarowego, 
� papier milimetrowy.

■ 1. Nie ∏amiàc wk∏adu wyznacz jego Êrednic´.
■ 2. Wyznacz opór w∏aÊciwy materia∏u, z którego
wykonany jest wk∏ad. 

Uwaga!
Z wk∏adem obchodê si´ ostro˝nie, aby go nie po-
∏amaç. JeÊli jednak Ci si´ to zdarzy, poproÊ asy-
stenta o nowy wk∏ad. 

ROZWIÑZANIE
■ 1. Wyznaczenie Êrednicy wk∏adu
Poniewa˝ Êrednica wk∏adu jest mniejsza ni˝ 1 mm,
trudno jest jà dok∏adnie zmierzyç bezpoÊrednio li-
nijkà. Ârednic´ mo˝na wyznaczyç na wiele sposo-
bów. Jeden z nich polega na umieszczeniu wk∏adu
pomi´dzy szkie∏kami mikroskopowymi w sposób
przedstawiony na rys. 1.

Wk∏ad powinien byç umieszczony równolegle do
brzegów szkie∏ek. Znajàc jego odleg∏oÊç x od linii
zetkni´cia szkie∏ek oraz odleg∏oÊç mi´dzy koƒcami
szkie∏ek H, mo˝na wyznaczyç Êrednic´ wk∏adu:

d = x
WH, (1)

gdzie W – d∏ugoÊç szkie∏ka. Dla zwi´kszenia do-
k∏adnoÊci wykonujemy kilka pomiarów dla ró˝nych
odleg∏oÊci x. Nast´pnie wyznaczamy wartoÊç Êred-
nià Êrednicy i jej niepewnoÊç pomiarowà. 

■ 2. Wyznaczenie oporu w∏aÊciwego 
Opór elektryczny R walca o d∏ugoÊci L i Êrednicy d,
wyra˝a si´ wzorem:

R =
4ρ
πd2 L, (2)

gdzie ρ – opornoÊç w∏aÊciwa materia∏u walca. Za-
tem opornoÊç w∏aÊciwà wk∏adu mo˝na wyznaczyç,
mierzàc opór jego cz´Êci o znanych wymiarach. Za-
danie to jednak nie jest tak proste, jak mog∏oby si´
wydawaç na pierwszy rzut oka. Wk∏ady sà ma∏e
i delikatne. Trzeba te˝ wymyÊliç metod´ po∏àczenia
ich ze êród∏em napi´cia. W zestawie pomiarowym
nie ma „profesjonalnych” zacisków, wi´c kontakty
elektryczne nale˝y sporzàdziç np. oplatajàc odizo-
lowane przewody miedziane na koƒcach wk∏adu. 
Jak si´ oka˝e, po pod∏àczeniu wk∏adu do bateryjki,
nat´˝enie pràdu s∏abo zale˝y od odleg∏oÊci mi´dzy
doprowadzeniami pràdu. Oznacza to, ˝e opór wk∏adu
jest zbli˝ony do opornoÊci kontaktów metal–wk∏ad.
Zatem, w doÊwiadczeniu nale˝y zastosowaç odpo-
wiedni uk∏ad pomiarowy np. uk∏ad czterech sond
(kontaktów) przedstawiony na rys. 2. Kontakty pràdo-
we (doprowadzenia pràdu) umieszczone sà w pobli˝u
koƒców wk∏adu. Sondy napi´ciowe stanowià odizolo-
wane koƒcówki przewodów pod∏àczonych do wolto-
mierza. Poniewa˝ opornoÊç wewn´trzna woltomierza
jest bardzo du˝a, to nat´˝enie p∏ynàcego przez niego
pràdu mo˝na pominàç w porównaniu z nat´˝eniem
pràdu p∏ynàcego przez wk∏ad. 

JeÊli przez wk∏ad przep∏ywaç b´dzie pràd o nat´˝eniu
I, napi´cie U wskazywane przez woltomierz wyniesie

U =
4Iρ
πd 2 L, (3)

co mo˝na zapisaç jako 

U = aL, (4) 

gdzie wspó∏czynnik a =
4I

πd 2 ρ. 

Zale˝noÊç (4) sugeruje wykonanie serii pomiarów
dla ró˝nych wartoÊci odleg∏oÊci L mi´dzy kontakta-
mi napi´ciowymi, przy ustalonej wartoÊci pràdu
p∏ynàcego przez wk∏ad. Dopasowanie prostej do
zale˝noÊci U(L) pozwoli wyznaczyç szukanà opor-
noÊç w∏aÊciwà ρ. 

■ 3. Cz´Êç doÊwiadczalna
W celu wyznaczenia Êrednicy wk∏adu wykonano kil-
ka pomiarów odleg∏oÊci x oraz H. Dla x = 7,  6 oraz
5 mm uzyskano odpowiednio H = 8,  9 oraz 10 mm.
U˝ywajàc linijki, wyznaczono d∏ugoÊç szkie∏ek
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W = (8,7 ± 0,1) cm. Korzystajàc z uzyskanych wyni-
ków obliczono wartoÊç oraz niepewnoÊç pomiaro-
wà Êrednicy  d = (0,61 ± 0,04) mm. 
Pomiary elektryczne wykonano w uk∏adzie pomia-
rowym zestawionym wed∏ug schematu przedstawio-
nego na rys. 2. Koƒcówki napi´ciowe sporzàdzono,
wybierajàc z odizolowanych koƒców przewodów
elektrycznych po jednym druciku. Pozwoli∏o to zmi-
nimalizowaç si∏´ wywieranà na wk∏ad podczas po-
miarów. Wk∏ad z pod∏àczonymi przewodami do-
prowadzajàcymi pràd umieszczono na papierze
milimetrowym. Przewody doprowadzajàce pràd zo-
sta∏y dociÊni´te do sto∏u za pomocà linijki, dzi´ki
czemu wartoÊç pràdu w obwodzie nie zmienia∏a si´

podczas pomiarów i wynosi∏a I = (150 ± 1) mA.
WartoÊci napi´ç U uzyskane dla ró˝nych odleg∏oÊci
L pomi´dzy kontaktami napi´ciowymi przedstawio-
no na rys. 3. Warto zwróciç uwag´, ˝e na wykresie
nie umieszczono punktu odpowiadajàcego odleg∏o-
Êci L = 0, którà ze wzgl´du na skoƒczone rozmiary
kontaktów trudno uzyskaç w doÊwiadczeniu. Zgod-
nie z oczekiwaniami punkty pomiarowe przedsta-
wione na rys. 3 uk∏adajà si´ na prostej.
Z dopasowania otrzymano wartoÊç wspó∏czynnika
kierunkowego a = (4,9 ± 0,3) mV/mm. Po podsta-
wieniu danych liczbowych uzyskano

ρ = πd2

4I a = (9,6 ± 1,0) · 10−6 Ωm. 

Otrzymanie poprawnego wyniku zale˝y w du˝ym
stopniu od starannoÊci wykonania pomiarów.
Szczególnie wa˝ne jest, aby kontakty pràdowe by∏y
na tyle mocno zaciÊni´te, ˝eby wykonywanie po-
miarów napi´cia nie zmienia∏o wartoÊci pràdu p∏y-
nàcego w obwodzie. Du˝y wp∏yw na niepewnoÊç
pomiarowà opornoÊci ρ ma niepewnoÊç wyznacze-
nia Êrednicy wk∏adu.

Autorzy:
zadania teoretyczne – mgr Andrzej Dragan; 
zadania doÊwiadczalne – dr Andrzej Wysmo∏ek.
Obaj z KGOF i Wydzia∏u Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego.
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GRATULUJEMY!

pierwszej zwyci´˝czyni 
w historii Olimpiady Fizycznej 

Magdalenie Gulewicz,
uczennicy IV klasy V Liceum Ogólnokszta∏càcego 

im. ks. Józefa Poniatowskiego w Warszawie 
oraz 

wszystkim laureatom LIII Olimpiady.

Tradycyjnie, list´ laureatów podamy razem 
z zadaniami III etapu, czyli w nast´pnym 

zeszycie czasopisma.
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