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CZ¢Âå I
Podaj i krótko uzasadnij odpowiedê.

ZADANIE 1
Dwie masy m i 2m po∏àczono niewa˝kà i nierozcià-
gliwà nicià przerzuconà przez niewa˝ki bloczek,
jak na rysunku. Jakà si∏´ nale˝y przy∏o˝yç pionowo
do bloczka, ˝eby oderwaç mas´ 2m od pod∏o˝a?

ROZWIÑZANIE
Si∏y naciàgu nici po obu stro-
nach bloczka sà równe i wyno-
szà N = F/2 gdzie F jest si∏à
przy∏o˝onà do bloczka. Aby
oderwaç mas´ 2m, musi zacho-
dziç N > 2mg, zatem F > 4mg.

ZADANIE 2
Na mogàcym poruszaç si´ bez tarcia wózku umiesz-
czono akwarium przedzielone pionowà przegrodà
z zatkanym otworem. Jednà z cz´Êci akwarium wy-
pe∏niono wodà. Co stanie
si´ z wózkiem zaraz po
usuni´ciu korka zatykajà-
cego otwór w przegrodzie
oraz po ustaleniu si´ po-
ziomów wody?

ROZWIÑZANIE
Tu˝ po usuni´ciu korka – wózek zacznie si´ poruszaç
w lewo, a po ustaleniu poziomów wózek zatrzyma
si´. Zarówno w czasie ruchu, jak i po zatrzymaniu
wózka Êrodek masy nie b´dzie si´ przesuwa∏ na boki.

ZADANIE 3
W pobli˝u stacji transformatorowej s∏ychaç bu-
czenie. Jaka jest cz´stotliwoÊç tego dêwi´ku?

ROZWIÑZANIE
Pràd zmienny o cz´stotliwoÊci 50 Hz p∏ynàcy
w przewodach elektrycznych wytwarza na zewnàtrz
silne, zmienne pole magnetyczne, które wp∏ywa na
blaszane elementy transformatora, poruszajàc je.
Blaszki wprawiane sà zatem w drgania, uderzajàc
o siebie z cz´stotliwoÊcià 100 Hz i wywo∏ujàc
dêwi´k o takiej w∏aÊnie cz´stotliwoÊci.

ZADANIE 4
Robert Korzeniowski ma do przejÊcia pewien dy-
stans. Idàc przez ca∏y czas na granicy biegu, mo˝e
go przebyç w czasie T. Gdyby z∏oÊliwa Baba Jaga
zmniejszy∏a Roberta Korzeniowskiego stukrotnie
i to samo uczyni∏a z dystansem, który ma on do
pokonania, to jaki czas uzyska∏by mini-Korze-
niowski idàc znowu na granicy biegu? Dla uprosz-
czenia przyjmij, ˝e chód odbywa si´ na wyprosto-
wanych nogach.

ROZWIÑZANIE
Chód na granicy biegu oznacza, ˝e przyspieszenie
odÊrodkowe w ruchu Êrodka masy na wyprostowa-
nej nodze równe jest przyspieszeniu grawitacyjne-
mu g. JeÊli przyjàç, ˝e Êrodek masy piechura znaj-
duje si´ na pewnej wysokoÊci h, to maksymalna

pr´dkoÊç chodu v wynosi: v =
√

gh. JeÊli zmniejszyç
stukrotnie rozmiary chodziarza, to pr´dkoÊç mak-
symalna zmaleje dziesi´ciokrotnie. Oznacza to, ˝e
czas T ′ potrzebny na pokonanie stukrotnie mniej-
szego dystansu wynosi T ′ = T/10.

ZADANIE 5
Kierowca autobusu gwa∏townie zahamowa∏, co
spowodowa∏o, ˝e wszyscy pasa˝erowie pochylili
si´ do przodu. A co sta∏o si´ z zielonym, wype∏-
nionym helem balonikiem, który dziewczynka
trzyma∏a na sznurku?

ROZWIÑZANIE
Poniewa˝ powietrze w autobusie tak˝e przesun´∏o
si´ do przodu, to balonik odchyli∏ si´ do ty∏u.

ZADANIE 6
Cia∏o rozpad∏o si´ w taki sposób, ˝e powsta∏e cz´-
Êci zacz´∏y swobodnie spadaç z poczàtkowymi
(niepionowymi) pr´dkoÊciami +V0 i −V0 . Po ja-
kim czasie pr´dkoÊci cia∏ stanà si´ prostopad∏e?

ROZWIÑZANIE
Pr´dkoÊci cz´Êci zale˝à od czasu w nast´pujàcy spo-
sób: V(t) = ±V0 + gt, gdzie g jest wektorem przy-
spieszenia ziemskiego. Nak∏adajàc warunek, by ilo-
czyn skalarny obu pr´dkoÊci wynosi∏ zero,
dostajemy t = |V0|/g.
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ZADANIE 7
èród∏o Êwiat∏a porusza si´ wzgl´dem obserwato-
ra z relatywistycznà pr´dkoÊcià. Jaki warunek
spe∏nia wektor pr´dkoÊci êród∏a, skoro obserwa-
tor nie stwierdza zmiany cz´stotliwoÊci Êwiat∏a
zwiàzanej z efektem Dopplera?

ROZWIÑZANIE
Ze wzoru na dopplerowskà zmian´ cz´stotliwoÊci

Êwiat∏a: ν′ = ν

√
1 − v2/c2

1 + vr/c
oraz z warunku ν′ = ν

dostajemy równanie na pr´dkoÊç êród∏a, którego
rozwiàzaniem jest zwiàzek pomi´dzy radialnà vr

i kàtowà vt wspó∏rz´dnà pr´dkoÊci:

vt =
√
−2vr(c + vr).

ZADANIE 8
W zawodach w przeciàganiu liny obie dru˝yny
ciàgn´∏y niewa˝kà lin´ z jednakowymi si∏ami F.
Nast´pnie lin´ przywiàzano do drzewa, a drugi
koniec ciàgni´ty by∏ z si∏à F. W którym przypad-
ku ryzyko p´kni´cia by∏o wi´ksze?

ROZWIÑZANIE
Z III prawa Newtona dostajemy, ˝e napr´˝enia
w obu przypadkach sà równe.

ZADANIE 9 
Baƒka mydlana z∏o˝ona jest z dwóch cz´Êci od-
dzielonych b∏onkà. Naszkicuj b∏onk´ rozdzielajà-
cà baƒki i wyznacz kàty α, β i γ , przyjmujàc

R =
√

2r.

ZADANIE 10
Udowodnij, ˝e proces anihilacji pary proton–an-
typroton z emisjà pojedynczego fotonu nie jest
mo˝liwy.

ROZWIÑZANIE
W uk∏adzie Êrodka masy pary proton–antyproton
p´d uk∏adu jest równy zero. Po anihilacji p´d foto-
nu musia∏by równie˝ byç równy zero, co jest nie-
mo˝liwe.

ZADANIE 11
W s∏oneczny dzieƒ mo˝na ∏atwo rozpaliç ogieƒ za
pomocà soczewki. Jaka jest najwi´ksza tempera-
tura, którà mo˝na by teoretycznie uzyskaç, sku-
piajàc Êwiat∏o za pomocà soczewki?

ROZWIÑZANIE
Promienie s∏oneczne ogrzewajà cia∏o umieszczone
w ognisku soczewki, ale i samo to cia∏o wysy∏a pro-
mieniowanie – zw∏aszcza, gdy ogrzeje si´ do wysokiej
temperatury. Wymiana energii tà drogà podlega
ograniczeniom wynikajàcym z zasad termodynamiki,
podobnie jak „zwyk∏y” przep∏yw ciep∏a, wynikajàcy
z bezpoÊredniego zetkni´cia cia∏. Dlatego ˝adnego
cia∏a nie mo˝na tà metodà ogrzaç do temperatury
wy˝szej od temperatury powierzchni S∏oƒca (ok.
6000 K). Gdyby osiàgni´to temperatur´ wy˝szà,
cia∏o zacz´∏oby wysy∏aç z powrotem wi´cej energii,
ni˝ otrzymuje, a wi´c ozi´bi∏oby si´. W praktyce
maksymalna mo˝liwa do osiàgni´cia temperatura
jest znacznie ni˝sza od podanej wartoÊci 6000 K ze
wzgl´du na inne drogi odp∏ywu energii – wysy∏anie
promieniowania w kierunkach innych ni˝ soczew-
ka, odp∏yw ciep∏a do otaczajàcego powietrza itd.

ZADANIE 12
Jacek porusza si´ wzgl´dem spoczywajàcego
Placka z pr´dkoÊcià v = 0,8c. Z jakà pr´dkoÊcià
porusza si´ Wacek, jeÊli wiadomo, ˝e Jacek i Pla-
cek oddalajà si´ od niego z takimi samymi co do
wartoÊci, lecz przeciwnie skierowanymi pr´dko-
Êciami?

ROZWIÑZANIE
W uk∏adzie poruszajàcym si´ wzgl´dem Placka
z pr´dkoÊcià V pr´dkoÊç Jacka wynosi

v′ = v − V
1 − vV/c2 . 

˚àdanie, by v′ = V, prowadzi do równania kwadra-
towego o rozwiàzaniach

V = c2

v

(
1 ±

√
1 − v2

c2

)
.

Ze wzgl´du na warunek V < c wybieramy rozwià-
zanie z ujemnym znakiem. Po wstawieniu wartoÊci
liczbowej dostajemy V = 0,5c.
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ROZWIÑZANIE
B∏onka rozdzielajàca b´dzie mieç kszta∏t jak na ry-
sunku poni˝ej. Jednakowe co do wartoÊci si∏y napi´-
cia powierzchniowego b∏onek mogà daç w sumie
zero tylko wtedy, gdy wszystkie kàty sà równe 120◦ .
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ZADANIE 13
JegomoÊç w przeciwdeszczowym kapturze idzie
przez padajàcy pionowo deszcz. Z jakà pr´dko-
Êcià powinien si´ on poruszaç, by zmoknàç jak
najmniej podczas pokonywania okreÊlonej drogi?
Czy powinien poruszaç si´ powoli, czy raczej
biec? Pomiƒ wod´ padajàcà na g∏ow´. Uwzgl´dnij
jedynie deszcz padajàcy na jegomoÊcia z przodu.

ROZWIÑZANIE
Masa wody poch∏oni´ta przez jegomoÊcia wynosi
m = ρSd, gdzie ρ jest g´stoÊcià wody w powietrzu, S
polem powierzchni przedniej cz´Êci cia∏a zrzutowa-
nej na p∏aszczyzn´ prostopad∏à do kierunku ruchu,
a d odleg∏oÊcià do przejÊcia. Jak widaç, iloÊç po-
ch∏oni´tej wody deszczowej nie zale˝y od sposobu
poruszania si´.

ZADANIE 14
Na koƒcach rozwidlonej rurki o przekroju wylo-
tów w kszta∏cie okr´gu znajdujà si´ b∏onki mydla-
ne. Jaki kszta∏t przybiorà powsta∏e baƒki. 

ROZWIÑZANIE
Prawid∏owa jest odpowiedê b). B∏onki na koƒcach
rurki b´dà mia∏y t´ samà krzywizn´ i b´dà uzupe∏-
niaç si´ do pe∏nej sfery.

ZADANIE 15
Samolot lecàcy po linii prostej z pr´dkoÊcià
dwóch machów przelecia∏ dok∏adnie nad obser-
watorem stojàcym na ziemi. Obserwator us∏ysza∏

samolot dopiero wtedy, gdy widzia∏ go pod kàtem
β = 40◦ nad horyzontem. Pod jakim kàtem do po-
ziomu lecia∏ samolot? 

ROZWIÑZANIE

Z rysunku dostajemy sinα = c
v =

1
2 . 

Zatem α = 30◦ , a nachylenie toru samolotu do po-
ziomu wynosi 10◦ .

Cz´Êç II
ZADANIA TEORETYCZNE

ZADANIE T1
Uk∏ad optyczny sk∏ada si´ z dwóch cien-
kich, p∏askowkl´s∏ych soczewek szkla-
nych, mi´dzy którymi znajduje si´ woda
– rysunek. W powietrzu ogniskowa
uk∏adu wynosi f1 , a w wodzie jest ona
równa f2 . Czy na podstawie tych danych
mo˝na obliczyç wspó∏czynnik za∏amania
Êwiat∏a w wodzie lub szkle wzgl´dem
powietrza? JeÊli tak, to podaj odpo-
wiednie wyra˝enia.

ROZWIÑZANIE
Oznaczmy wewn´trzne promienie krzywizny socze-
wek przez R1 i R2 . W powietrzu uk∏ad mo˝na uznaç
za zestaw blisko po∏o˝onych trzech soczewek, któ-
rych zdolnoÊci skupiajàce dodajemy:

1
f1

= (ns − 1)
(
− 1

R1

)
+ (nw − 1)

(
1
R1

+
1
R2

)
+

+ (ns − 1)
(
− 1

R2

)
= (nw − ns)

(
1
R1

+
1
R2

)
,

gdzie ns i nw sà wspó∏czynnikami za∏amania Êwiat∏a
w szkle i wodzie. W wodzie natomiast mamy uk∏ad
dwóch soczewek:

1
f2

=
( ns

nw
− 1

)(
− 1

R1

)
+

( ns

nw
− 1

)(
− 1

R2

)
=

=
nw − ns

nw

(
1
R1

+
1
R2

)
.

Jak widaç, mo˝emy obliczyç stàd wspó∏czynnik za-

∏amania wody nw =
f2
f1

. Aby otrzymaç wspó∏czynnik

za∏amania szk∏a wzgl´dem powietrza, potrzebna

by∏aby dodatkowo znajomoÊç sumy 1
R1

+
1
R2

.

ZADANIE T2
W odleg∏oÊci h od nieskoƒczonej, przewodzàcej
i uziemionej p∏aszczyzny zaczepiono wahad∏o
matematyczne z kulkà o pewnej masie i ∏adunku
elektrycznym. Dla jakiej d∏ugoÊci wahad∏a okres
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wahaƒ b´dzie najwi´k-
szy? Pomiƒ wp∏yw pola
grawitacyjnego.

ROZWIÑZANIE
Stosujàc metod´ obra-
zów, dostajemy, ˝e si∏a
przyciàgania p∏aszczy-
zny i ∏adunku q na wyso-
koÊci d nad nià wynosi

F = kq2

4d2 , gdzie k jest 

sta∏à Coulomba. Znajàc si∏´, mo˝emy napisaç rów-
nanie ruchu wahad∏a o d∏ugoÊci l:

ml 2 d2α

dt2
= − kq2

4d2 l sinα = − kq2l sinα

4(h − l cosα)2
,

gdzie m – masa kulki. Dla ma∏ych drgaƒ (sinα ≈ α,
cosα ≈ 1) otrzymujemy okres drgaƒ wahad∏a

T =
4π
q

√
ml
k (h − l).

Jest on maksymalny dla l = h
3 .

ZADANIE T3
Pr´t o d∏ugoÊci spoczynkowej l = 1 m porusza si´
z relatywistycznà pr´dkoÊcià v = 0, 9c (c – pr´d-
koÊç Êwiat∏a) wzd∏u˝ swojej osi, w odleg∏oÊci
2d = 2 m od nieruchomej kliszy fotograficznej
(rysunek). W po∏owie odleg∏oÊci mi´dzy pr´tem
a kliszà znajduje si´ przes∏ona z wàskà szczelinà,
która otwiera si´ na bardzo krótko w chwilach
t1 = −1 s  i t2 = 1 s. Jakie b´dà d∏ugoÊci pr´ta za-
rejestrowane na kliszy na kolejnych zdj´ciach?
Przyjmij, ˝e w chwili t = 0 tylny koniec pr´ta znaj-
dowa∏ si´ dok∏adnie nad przes∏onà.

ROZWIÑZANIE
Wprowadêmy oÊ x wzd∏u˝ pr´ta z poczàtkiem nad
szczelinà i oznaczmy koƒce pr´ta przez A i B. Z za-
dania wynika, ˝e poruszajà si´ one zgodnie z rów-
naniami 

xA = vt,   xB = vt + l
γ . 

Tu i dalej u˝ywamy zwyczajowych oznaczeƒ 

β = v
c ,    γ =

1√
1 − β2

.

Âwiat∏o, które od punktu A dotar∏o do szczeliny
w chwili t, zosta∏o wyemitowane przez punkt
A w po∏o˝eniu xA spe∏niajàcym uk∏ad równaƒ:




xA = vte

c(t − te) =
√

x2
A + d 2

gdzie te jest chwilà emisji Êwiat∏a. Po wyeliminowa-
niu te dostajemy równanie kwadratowe:

1
γ2 x2

A − 2vtxA + β2(c2t2 − d2) = 0,

skàd (uwzgl´dniajàc xA < vt) dostajemy:

xA = γ2

[
vt − β

√√√√v2t2 + d2

γ2

]
.

W analogiczny sposób wyznaczamy po∏o˝enie xB ,
z którego koniec B wyemitowa∏ Êwiat∏o docierajàce
do szczeliny w chwili t:

xB = γ2

[
v
(
t + l

γv

)
− β

√√√√v2
(
t + l

γv

)2
+ d2

γ2

]
.

Sfotografowana d∏ugoÊç pr´ta l′ = xB − xA wynosi

l′ = γl − γ2β

[√√√√v2
(
t + l

γv

)2
+ d2

γ2−

−
√√√√v2t2 + d2

γ2

]
,

co z uwagi na vt � l mo˝emy uproÊciç do:

l′ ≈ γl
(
1 − β

t
|t|

)
.

Po wstawieniu danych liczbowych dostajemy
l′1 ≈ 4, 36 m i l′2 ≈ 0, 23 m, podczas gdy d∏ugoÊç
pr´ta w uk∏adzie zwiàzanym z kliszà wynosi
l
γ ≈ 0, 44 m.

ZADANIA DOÂWIADCZALNE
ZADANIE D1
Masz do dyspozycji
� kamerton, z pud∏em rezonansowym, o cz´sto-
tliwoÊci 440 Hz lub zbli˝onej,
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� cztery obcià˝niki o równych masach, które mo˝-
na sztywno zamocowaç do ramion kamertonu,
� mikrofon, 
� oscyloskop,
� stoper.

■ 1. Wyznacz czas po∏owicznego zaniku amplitu-
dy drgaƒ kamertonu. 
■ 2. Zmierz czasy po∏owicznego zaniku amplitu-
dy drgaƒ po zamocowaniu do jednego z ramion
kamertonu l, a do drugiego p obcià˝ników, gdzie
(l, p) = (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 0), (3,
1), (4, 0). Obcià˝niki nale˝y mocowaç w równej
odleg∏oÊci od koƒców ramion kamertonu.
■ 3. Przedyskutuj zauwa˝one prawid∏owoÊci. 
Uwaga!
a) Do pomiarów wybierz kamerton o jak najd∏u˝-
szym czasie zaniku drgaƒ. 
b) Jako obcià˝ników mo˝esz u˝yç np. spinaczy biu-
rowych lub kawa∏ków drutu miedzianego o masie
zbli˝onej do 0,5 g ka˝dy.
c) Zamiast zwyk∏ego oscyloskopu mo˝esz u˝yç kom-
putera z zainstalowanà kartà dêwi´kowà i odpowied-
nim programem. Mo˝esz, na przyk∏ad, wykorzystaç
program Winscope, dost´pny na stronie Olimpiady
Fizycznej: http://www.kgof.edu.pl/of53/winscope/
lub program Oscyloskop, dost´pny na p∏ycie CD do∏à-
czonej do podr´cznika: J. Blinowski, W. Zielicz, Fizy-
ka z astronomià. Kszta∏cenie w zakresie rozszerzonym,
tom I, WSiP, Warszawa 2002 (i 2003, II wydanie). 

ROZWIÑZANIE
Dysponujàc mikrofonem oraz oscyloskopem lub
komputerem z odpowiednim oprogramowaniem,
mo˝na rejestrowaç zmiany amplitudy sygna∏ów
akustycznych, o których mowa w zadaniu. Umiesz-
czajàc mikrofon w pobli˝u pobudzonego do drgaƒ
kamertonu, nale˝y mierzyç czas, po jakim amplitu-
da emitowanego przez kamerton dêwi´ku zmniej-
szy si´ do po∏owy. 

Opis pomiarów

Wykonujàc pomiary nale˝y odpowiednio dobieraç
odleg∏oÊç kamertonu od mikrofonu oraz poziom
wzmocnienia w taki sposób, aby uniknàç nasycenia
sygna∏u na ekranie oscyloskopu (komputera). Po
wzbudzeniu kamertonu odczekujemy a˝ amplituda
osiàgnie pewnà wartoÊç A0 i dopiero wtedy w∏àcza-
my stoper. Wy∏àczamy go w chwili, gdy amplituda
osiàgnie wartoÊç A0/2. Powtarzamy pomiar kilka
razy. Nast´pnie wyznaczamy wartoÊç Êrednià czasu
po∏owicznego zaniku T1/2 i jego niepewnoÊç pomia-
rowà δT1/2 . 
Przyk∏adowo, dla nieobcià˝onego kamertonu uzy-
skano wartoÊci {5,9 s; 6,3 s; 5,6 s; 5,8 s; 5,9 s}, co 
daje wartoÊç Êrednià T1/2 = 5, 9 s z niepewnoÊcià

δT1/2 = 0,1 s. Przyk∏adowe wyniki pomiarów dla ró˝-
nych wartoÊci i konfiguracji obcià˝eƒ ramion ka-
mertonu zebrano w tabeli. 
Otrzymane wyniki sugerujà, ˝e symetryczne obcià-
˝enie kamertonu zmienia czas po∏owicznego zani-
ku w znacznie mniejszym stopniu ni˝ obcià˝enie
niesymetryczne. Konfiguracje, dla których obcià˝e-
nie ramion jest symetryczne tzn.: (0, 0), (1, 1), (2, 2)
wykazujà zbli˝one czasy zaniku (5,6–5,9 s), pomi-
mo, ˝e odpowiada to ró˝nym masom obcià˝enia.
Natomiast konfiguracje o identycznych masach ob-
cià˝enia, ale niesymetrycznych obcià˝eniach, np.
grupa (2, 0) i (1, 1), (3, 0) i (2, 1) lub grupa (4, 0),
(3, 1), (2, 2), wykazujà ró˝ne czasy zaniku. 
Asymetryczne obcià˝enie powoduje powstawanie
w kamertonie drgaƒ, które nie majà w´z∏a w miejscu
jego mocowania do podstawy. Wywo∏uje to szybszy
przekaz energii do pud∏a rezonansowego, a zatem
szybszy zanik drgaƒ podstawowych kamertonu.
W przypadku, gdy pomiary wykonywane sà przy
u˝yciu programu komputerowego umo˝liwiajàcego
obserwacj´ widma cz´stotliwoÊci drgaƒ, mo˝na za-
uwa˝yç, ˝e przy niesymetrycznym obcià˝eniu ka-
mertonu pojawiajà si´ niezerowe amplitudy drgaƒ
o cz´stotliwoÊciach bliskich zeru. Jest to bezpoÊred-
ni dowód na to, ˝e oprócz cz´stotliwoÊci w∏asnej po-
jawiajà si´ w kamertonie drgania o innej cz´stoÊci. 
Uzyskanie czytelnej zale˝noÊci od obcià˝enia ka-
mertonu wymaga takiego dobrania masy obcià˝ni-
ków, aby zmiany czasu zaniku dla obcià˝eƒ niesy-
metrycznych nie by∏y zbyt du˝e. Bardzo wa˝ne jest
sztywne przymocowanie obcià˝ników do ramion
kamertonu. W przypadku, gdy sà one „luêne”, stra-
ty energii mogà byç na tyle du˝e, ˝e drgania zanikaç
b´dà bardzo szybko i efekty zwiàzane z symetrià
obcià˝enia zostanà zamaskowane. 

ZADANIE D2
Przyrzàdê galaretk´, rozpuszczajàc 2 ∏y˝eczki 
˝elatyny w 1/2 szklanki wrzàtku. 
Masz do dyspozycji:
� st´˝a∏à galaretk´,
� p∏askà wàskà linijk´,
� nó˝,
� stoper.
Wyznacz modu∏ sztywnoÊci galaretki w tempera-
turze pokojowej. 
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p =  0
l = 0 5,9±0,1
l = 1 4,6±0,2
l = 2 3,5±0,2
l = 3 2,7±0,2
l = 4 2,4±0,2

p = 1    p = 2

5,6±0,3
4,3±0,2 5,6±0,3
3,6±0,2

Tabela. Ârednie wartoÊci czasu po∏owicznego zaniku drgaƒ ka-
mertonu w sekundach. 



Uwaga!
a) Mo˝esz przyjàç, ˝e g´stoÊç
galaretki wynosi 1 g/cm3.
b) W przypadku idealnie
spr´˝ystych odkszta∏ceƒ jed-
norodnego walca o d∏ugoÊci
L i promieniu r, którego
dolna podstawa jest unieru-
chomiona, a górna skr´cona
jest o kàt α pod wp∏ywem
momentu si∏y M (patrz rysu-
nek), obowiàzuje zwiàzek:

M = πGr4

2L α, gdzie G – mo-

du∏ sztywnoÊci materia∏u z ja-
kiego wykonany jest walec.

ROZWIÑZANIE

Cz´Êç teoretyczna

Modu∏ sztywnoÊci galaretki mo˝na wyznaczyç, ba-
dajàc cz´stotliwoÊç drgaƒ skr´tnych uk∏adu utwo-
rzonego z linijki umieszczonej na walcu wykrojo-
nym z galaretki. 

Zgodnie z II zasadà dynamiki Newtona spe∏nione
jest równanie:

(I + γIg)
d2α

dt2
= −M, (1)

gdzie M – wartoÊç momentu si∏ dzia∏ajàcych na li-
nijk´, I – moment bezw∏adnoÊci linijki, Ig – moment
bezw∏adnoÊci walca z galaretki, γIg – efektywny
moment bezw∏adnoÊci walca z galaretki. 
KoniecznoÊç wprowadzenia w równaniu (1) efek-
tywnego momentu bezw∏adnoÊci walca wynika z te-
go, ˝e jego podstawa jest zamocowana. Poniewa˝
wk∏ad do energii kinetycznej „plasterka” walca ma-
leje wraz ze zbli˝aniem si´ „plasterka” do unieru-
chomionej podstawy, to moment bezw∏adnoÊci wal-
ca zamocowanego z jednej strony jest mniejszy ni˝
moment bezw∏adnoÊci walca obracajàcego si´ swo-
bodnie. Dlatego γ < 1. Jak si´ oka˝e w cz´Êci do-
Êwiadczalnej, wp∏yw momentu bezw∏adnoÊci walca
z galaretki na uzyskane wyniki mo˝na pominàç
i znajomoÊç dok∏adnej wartoÊci wspó∏czynnika γ
nie jest konieczna.
Podstawiajàc za moment si∏y M wyra˝enie podane
we wskazówce, z równania (1) dostajemy okres
drgaƒ uk∏adu:

T =

√√√√8πL(I + γIg)
Gr4 . (2)

Bioràc pod uwag´, ˝e linijka jest d∏uga i wàska, jej
moment bezw∏adnoÊci mo˝na obliczyç, korzystajàc
ze wzoru na moment bezw∏adnoÊci cienkiego pr´ta:

I =
1
12ml2 , (3)

gdzie m i l oznaczajà odpowiednio mas´ i d∏ugoÊç
linijki. 

Moment bezw∏adnoÊci walca wynosi 

Ig =
1
2mGr2 , (4)

gdzie mG oraz r – odpowiednio masa i promieƒ wal-
ca z galaretki. 

Po podstawieniu zwiàzków (3) i (4) do wzoru (2)
otrzymujemy wyra˝enie wià˝àce modu∏ sztywnoÊci
G galaretki z okresem drgaƒ uk∏adu:

G =
2πL
3r4T2 (ml2 + 6γmGr2). (5)

Zatem, znajàc okres T drgaƒ skr´tnych linijki
umieszczonej na walcu, wymiary i mas´ walca z ga-
laretki oraz d∏ugoÊç l i mas´ linijki m, mo˝na wy-
znaczyç modu∏ sztywnoÊci galaretki. Wymiary wal-
ca mo˝na zmierzyç linijkà, zaÊ mas´ linijki mo˝na
wyznaczyç, konstruujàc wag´. Na jednym z koƒców
linijki podpartej na ostrzu no˝a mo˝na umieÊciç
prostopad∏oÊciennà kostk´ z galaretki. Przesuwajàc
punkt podparcia linijki, znajdziemy po∏o˝enie rów-
nowagi uk∏adu. 

W warunkach równowagi

ηl1
l1
2 = ηl2

l2
2 + mGl3 , (5)

gdzie η – g´stoÊç liniowa linijki. Po przekszta∏ceniu
zwiàzku (5) dostajemy 

η =
2mGl3
l21 − l22

, (6)

skàd masa linijki

m = η(l1 + l2) =
2mGl3
l1 − l2

. (7)
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Cz´Êç doÊwiadczalna

Z galaretki wyci´to no˝em walec o wysokoÊci
L = (3, 0 ± 0,1) cm i promieniu r = (1, 0 ± 0,1) cm.
Nast´pnie wykonano kilka pomiarów okresu drgaƒ
skr´tnych linijki umieszczonej na tym walcu. Na ich
postawie wyznaczono wartoÊç Êrednià i niepewnoÊç
pomiarowà okresu drgaƒ T = (2,1 ± 0, 2) s. 
Do wyznaczenia masy linijki u˝yto kostki galaretki
o wymiarach 2, 5 × 2 × 2 cm (okreÊlonych z do-
k∏adnoÊcià 0,1 cm). Przyjmujàc, ˝e g´stoÊç galaret-
ki wynosi 1 g/cm3 , obliczono mG = (10, 0 ± 1, 4) g.
Po umieszczeniu kostki galaretki na koƒcu linijki
podpartej na ostrzu no˝a uzyskano równowa-
g´ uk∏adu dla odleg∏oÊci l1 = (29, 0 ± 0, 2) cm,
l2 = (16, 0 ± 0, 2) cm, l3 = (15, 0 ± 0, 2) cm (rys. 13).
Po podstawieniu danych doÊwiadczalnych do wzoru
(7) otrzymano mas´ linijki m = (23 ± 5) g. 
Moment bezw∏adnoÊci walca Ig = (4, 5 ± 1, 0) g · cm2

wyznaczono na podstawie jego wymiarów. Ponie-
wa˝ jest on znacznie mniejszy od momentu bez-
w∏adnoÊci linijki, I = (3, 9 ± 0, 9) 103 g · cm2 , to
mo˝na go pominàç w dalszych obliczeniach. 
Po podstawieniu danych doÊwiadczalnych do wzo-
ru (5) uzyskujemy modu∏ sztywnoÊci galaretki
G = (7 ± 4) 103 N/m2 . Du˝a niepewnoÊç pomiaro-
wa wynika g∏ównie z niedok∏adnoÊci okreÊlenia wy-
miarów bry∏ wycinanych z galaretki, a w szczegól-
noÊci promienia r walca z galaretki. Mo˝na jà
zmniejszyç, przygotowujàc walec z galaretki w na-
czyniu o g∏adkich Êciankach. Nale˝y wziàç równie˝
pod uwag´ to, ˝e w∏asnoÊci spr´˝yste galaretki
zmieniajà si´ z up∏ywem czasu i zale˝à od tego,
w jakiej temperaturze jest ona przechowywana.

ZADANIE D3
Rozwa˝my spr´˝yste odkszta∏cenie gumki o d∏ugoÊci
c i prostokàtnym przekroju poprzecznym o wymia-
rach a × b. JeÊli na gumk´ dzia∏aç b´dzie si∏a rozcià-
gajàca wzd∏u˝ c, to zmianie ulegnie nie tylko jej wy-
miar c o δc, ale tak˝e jej wymiary poprzeczne a i b,
odpowiednio o δa i δb. Zak∏adamy, ˝e dla ma∏ych
odkszta∏ceƒ gumy zachodzà nast´pujàce zwiàzki:

δa
a = δb

b = −σ
δc
c ,

gdzie σ – bezwymiarowa sta∏a.
Majàc do dyspozycji:
� d∏ugie kawa∏ki gumy o prostokàtnym przekroju
poprzecznym  o wymiarach co najmniej 1 × 3 mm,
� statyw,
� kilka ci´˝arków (np. z zestawu odwa˝ników do
szkolnej wagi laboratoryjnej),
� kawa∏ek sznurka lub drutu umo˝liwiajàcego
zawieszenie ci´˝arków na gumie,
� linijk´,
� suwmiark´,

wyznacz sta∏à σ dla gumy. (Dla cia∏ izotropowych
sta∏a σ – nazywana jest wspó∏czynnikiem Poisso-
na i wraz z modu∏em Younga w pe∏ni okreÊla w∏a-
snoÊci spr´˝yste materia∏u.)
Uwaga!
Do doÊwiadczenia mo˝esz u˝yç gumy modelar-
skiej lub gumek dost´pnych na stoiskach z artyku-
∏ami gospodarstwa domowego.

ROZWIÑZANIE
Z treÊci zadania wyni-
ka, ˝e aby wyznaczyç
wartoÊç sta∏ej Poisso-
na dla gumy, nale˝y
zmierzyç zmian´ wy-
miarów poprzecznych
gumki (δa i δb) towa-
rzyszàcà jej wyd∏u˝e-
niu o δc. Pomiary
mo˝na przeprowadziç
w uk∏adzie przedsta-
wionym schematycz-
nie na rysunku. 

Wykonanie doÊwiadczenia

W doÊwiadczeniu wykonanym przez recenzenta
u˝yto kilku gumek o wymiarach przekroju po-
przecznego 3,2 × 1,2 mm i d∏ugoÊci 10–15 cm, za-
kupionych w sklepie z artyku∏ami gospodarstwa do-
mowego. Gumki te ró˝ni∏y si´ kolorem i datà
produkcji. Ka˝dà gumk´ mocowano sznurkiem do
statywu, a na jej koƒcu wiàzano sznurek, na którym
zawieszano niewielki obcià˝nik, aby si´ wyprosto-
wa∏a. W pewnej odleg∏oÊci od koƒców gumki za-
znaczono obszar przeznaczony do badaƒ, w którym
nie by∏o zniekszta∏ceƒ wywo∏anych mocowaniem.
U˝ywajàc odpowiednio suwmiarki i linijki, notowa-
no poczàtkowà d∏ugoÊç badanego obszaru gumki c0

oraz szerokoÊç poczàtkowà gumki a0 . Dla uzyska-
nia wi´kszej dok∏adnoÊci do pomiarów wybierano
wi´kszy z wymiarów poprzecznych gumki. Przywià-
zujàc do gumki kolejne obcià˝niki, mierzono d∏u-
goÊç wybranego do badaƒ obszaru gumki oraz sze-
rokoÊci gumki w wybranym miejscu, w Êrodkowej
jej cz´Êci (rysunek). Zwracano uwag´, aby gumka
nie by∏a Êciskana szcz´kami suwmiarki.

Opracowanie danych

Obliczamy wartoÊci wzgl´dne zmian szerokoÊci
i d∏ugoÊci gumki: δa/a0 = (a − a0)/a0 , δc/c0 =
= (c − c0)/c0 . Przyk∏adowe wyniki pomiarów dla
ró˝nych gumek przedstawiono na wykresie. 
Z wykresu wynika, ˝e w∏asnoÊci spr´˝yste gumek
ró˝nià si´ znacznie. Ponadto widaç, ˝e dla wzgl´d-
nych zmian d∏ugoÊci ∆c/c0 > 0, 5, zmiany szerokoÊci
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∆a/a gumki stajà si´ nieliniowe. Dopasowanie pro-
stych do danych doÊwiadczalnych dla niewielkich
wyd∏u˝eƒ daje, dla ró˝nych gumek, wartoÊç wspó∏-
czynnika Poissona w zakresie od 0,2 do 0,5. Rozrzut
uzyskanych wartoÊci wynika z ró˝nic w sk∏adzie
(jednorodnoÊç, barwniki) oraz wieku gumek u˝y-
tych do doÊwiadczeƒ. B∏´dy pojedynczych punktów
pomiarowych wynikajà g∏ównie z niedok∏adnoÊci
pomiaru zmian szerokoÊci gumki. 

Autorzy:
zadania teoretyczne – mgr Andrzej Dragan; 
zadania doÊwiadczalne – dr Andrzej Wysmo∏ek.
Obaj z KGOF i Wydzia∏u Fizyki Uniwersytetu 
Warszawskiego.

Do konkursu mo˝na przystàpiç w dowolnym mo-
mencie. W konkursie mogà uczestniczyç wszyscy lu-
biàcy fizyk´, a nie tylko nauczyciele czy uczniowie.
Zadania sà oceniane w skali 6-punktowej (od zera
do 5 punktów). Po zgromadzeniu 100 punktów za-
wodnik otrzymuje tytu∏ Mistrza. Trzykrotny Mistrz
otrzymuje tytu∏ Eksperta. Rozwiàzania zadaƒ nale-
˝y przysy∏aç na adres Redakcji z dopiskiem Zostaƒ
Mistrzem do dnia 30 czerwca br. Po zdobyciu 100
punktów zawodnikowi odejmuje si´ te 100 punktów
z jego „konta”, a nadwy˝k´ zalicza na poczet nowej
rundy. Zawodnicy, którzy nie przys∏ali ˝adnego roz-
wiàzania przez rok sà wykreÊlani z naszego rejestru.

Ka˝de zadanie powinno byç rozwiàzane na od-
dzielnym arkuszu papieru i podpisane imieniem
i nazwiskiem uczestnika wraz z dok∏adnym jego ad-
resem domowym. 

Bardzo prosimy, by rozwiàzania by∏y pisane
przejrzyÊcie i czytelnie i by nie powo∏ywaç si´ na
zwiàzki, wzory, czy te˝ prawa, których nie ma
wprost w podr´czniku szkolnym dla liceów. Roz-
wiàzania nie spe∏niajàce tych warunków b´dà dys-
kwalifikowane.

Pi´çdziesiàta czwarta seria zadaƒ

■ Zadanie 54A
Dany jest p∏aski, poziomy pierÊcieƒ o promieniu r
i szerokoÊci d (d � r). Na jakiej wysokoÊci h nad
Êrodkiem pierÊcienia (jak na rysunku) nale˝y umie-
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TURNIEJ ZADANIOWY

Zostaƒ Mistrzem! Seria 54
Êciç punktowe, izotropowe êród∏o Êwiat∏a, aby
oÊwietlenie powierzchni pierÊcienia by∏o jak naj-
wi´ksze?

■ Zadanie 54B
Niewielka kostka o masie m = 100 g spoczywa na
szorstkiej p∏aszczyênie nachylonej pod kàtem
α = 30◦ do poziomu (jak na rysunku). Wspó∏czyn-
nik tarcia kostki o p∏aszczyzn´ wynosi k = 0, 8.
OkreÊl minimalnà wartoÊç poziomej si∏y F (równo-
leg∏ej do nachylonej p∏aszczyzny), z którà nale˝y
pchaç kostk´, aby zacz´∏a si´ poruszaç.


