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XXX OLIMPIADA FIZYCZNA (1980/1981). Stopien I, zadanie teoretyczne — T4 '

Zrédlo: Komitet Gtowny Olimpiady Fizycznej;
Waldemar Gorzkowski; Andrzej Kotlicki: Fizyka w Szkole, nr 3, 1981 1.;
Andrzej Nadolny, Krystyna Pniewska: Olimpiada Fizyczna XXIX — XXXI. WSIiP,
Warszawa 1986, str. 102 — 106.

Nazwa zadania:  Analiza ruchu z réwni pochytej kulki z tarciem tocznym
Dzialy: Mechanika, dynamika

Stowa kluczowe:  sila, tarcie, toczne, posuwiste, poslizg, toczenie, wspotczynnik, nacisk,
moment, bezwtadnosci, predkos¢, przyspieszenie, kat, promien, kulka,
réwnia, pochyla, obrot.

Zadanie 4 teoretyczne — T4, zawody I stopnia, XXX OF'!

Na réwni o kacie nachylenia o znajduje si¢ kula o promieniu ». Wspotczynnik tarcia posuwi-
stego kulki o rowni¢ wynosi f, natomiast wspotczynnik tarcia potoczystego jest rowny k. Po-
czatkowo kulka jest nieruchoma — kulke przytrzymujemy. Opisz ruch kulki po jej zwolnieniu
w przypadku, gdy k& < fr. Jak predkos¢ katowa 1 liniowa kulki zalezg od czasu? Przedyskutuj
wyniki.

Rozwiazanie

Tarcie toczne jest odpowiedzialne za opory utrudniajace toczenie walca lub kuli po ptasz-
czyznie. Wspotczynnik k tego tarcia okresla si¢ jako stosunek wartosci momentu sity M do
wartos$ci sity N dociskajacej walec lub kule do plaszczyzny:

k=—.
N
Jak wida¢, wspoétczynnik tarcia tocznego ma wymiar dlugosci.
W przypadku kulki o masie m umieszczonej na rOwni o kacie nachylenia « (rys. 1 a) sila na-
cisku N ma wartos¢
N =mgcosa

(g — przyspieszenie ziemskie).
Moment tarcia tocznego (potoczystego) M, ktory dziata na kulke w kierunku przedstawionym
strzalka na rys. 1b jest rowny

M =kmgcosa. (1)

Ponadto na kulke dziala sita tarcia posuwistego 7, przylozona do kulki w punkcie styku
z réwnig 1 skierowana wzdhuz réwni ku gorze. Warto$¢ tej sity wynosi

T=fmgcosa. (2)

Roéwnanie (1) dotyczy sytuacji, w ktorej zachodzi staczanie si¢ kulki, natomiast rownanie (2)
jest spetnione podczas poslizgu kulki.

! Poréwnaj zadania o podobnej tematyce z olimpiad: XX OF, st. Il — zad. T1: Ruch kulki na réwni bez
poslizgu; XXI OF, st. I — zad. T3: Predkos¢ kulki staczajgcej sie z rowni pochytej; XXII OF, st. 11 —
zad. do$w.: Wyznaczanie wspotczynnika tarcia kulki stalowej o szklo; VI Migdzynarodowa Olimpiada
Fizyczna — zad. T1: Ruch walcow staczajgcych si¢ z rowni; XXIV OF, st. Il — zad. dosw. 2 (dodatko-
we): Wyznaczanie wspotczynnika tarcia posuwistego rurki o rownig; XXVII OF, st. I — zad. T1: Ruch
kulki z rowni z uwzglednieniem tarcia potoczystego i posuwistego, XXVII OF, st. Il — zad. T2: Opis
ruchu kulki po poziomym stole z uwzglednieniem tarcia posuwistego i potoczystego, XXXI OF; st.
wstepny — zad. dosw. D1: Wyznaczanie wspolczynnika statycznego tarcia potoczystego stali o szkto.
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Podczas spoczynku wartosci M i T sa jedynie ograniczone od gory

M <kmgcosa, (3)
T < fmgcosa. (4)
mgsing
N "e
(04

Rys. 1 a. Zaznaczono dwie sity dziatajagce na kulke znajdujaca si¢ na rowni pochytej, przyto-
zone do srodka kulki: cigzar kulki o wartosci mg 1 sita sprezystosci réwni prostopadta do pod-
toza réwni skierowana do gory o wartosci mgcosa (tj. sita reakcji na site nacisku N kulki na
podioze o wartosci N = mgcosa). Wypadkowa tych dwoch sit jest sitg zsuwajaca rownolegla
do rowni skierowang w dot rowni o wartosci mgsina. Trzecig sita dzialajaca na kulke jest
sila tarcia posuwistego 7 przytozona do punktu stycznos$ci kulki z podtozem réwni (rys. 1 b).

Rys. 1 b. Na kulke dziala sita tarcia posuwistego 7 przylozona do punktu stycznosci kulki
z podtozem rowni 1 skierowana wzdtuz rowni ku gorze oraz moment tarcia tocznego przeciw-
ny do obrotu toczacej si¢ kulki — w kierunku przedstawionym strzatkg (tuk) na rys.

Wzér (3) obowigzuje rdwniez podczas poslizgu bez toczenia, natomiast wzor (4) — podczas
staczania si¢ kulki bez poslizgu. Aby nie komplikowa¢, przyjeto te same wspdiczynniki £ 1 f,
co dla ruchu. W og6lnosci wspodtczynniki tarcia majg rézne wartosci w spoczynku i w ruchu.

Rozwazmy najpierw sytuacje, kiedy kulka bedzie pozostawata na rowni w spoczynku
pomimo zaprzestania dziatania sit przytrzymujacych ja. Sita tarcia T w tej sytuacji rownowa-
zy roéwnolegla do rowni sktadowa sity cigzkosci kulki

T = mgsin . (®))

Poniewaz jednak punkty przylozenia obu tych sit nie sa identyczne — sita T przytozona jest
w punkcie styku kulki z podlozem, sita ci¢zkosci zas w §rodku kulki — wynikiem istnienia
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tych sit jest dzialajacy na kulke moment sity rowny rmgsina (ten moment sity mozna trak-
towac na przyklad jako moment sity cigzkosci kulki wzgledem punktu podparcia lub tez jako
moment sily tarcia wzgledem $rodka kulki). Omawiany moment sity jest z kolei réwnowazo-
ny przez moment tarcia tocznego, a wiec

M =rmgsina. (6)
Z porownania wzoréw (3), (6) oraz (4) 1 (5)wynika, ze
rmgsina < kmgcosa
mgsina < fmgcosa
a stad warunki na pozostawanie kulki w spoczynku sg nastepujace:
tga < k/r (7)

oraz
tga < f. (8)

Zgodnie z warunkami zadania k/r < f. Przy spelieniu warunku (7) warunek (8) jest wiec
zawsze spetniony.

Warunkiem pozostawania kulki w spoczynku jest zatem nierdwno$¢ (7), czyli kulka
znajduje si¢ w spoczynku dla katow « < arctg (k/r).

Rozpatrzmy teraz katy wigksze od arctg(k/r). Zapytamy najpierw, czy mozliwe jest
zsuwanie si¢ kulki bez obrotu. Oznacza to r6zng od zera predkos$¢ v $rodka kulki przy zero-
wej predkosci katowej @. Sita tarcia w tym przypadku jest okreslona wzorem (2). Moment tej
sity wzgledem $rodka kulki wynosi

M, =rfmgsina. 9)

Aby kulka si¢ nie obracata, moment ten musi by¢ rownowazony przez moment M tarcia tocz-
nego.Maksymalng warto§¢ M okresla wzér (1). Porownujac ten wzér ze wzorem (9)
1 uwzgledniajac podany w zadaniu warunek fr > k stwierdzamy, ze M, > M. Wobec tego
zsuwanie si¢ kulki bez obrotu nie jest mozliwe. Kulka uzyska wigc przyspieszenie katowe
¢ # 0, a zatem takze predkos¢ katowa @ # 0.

W sytuacji toczenia si¢ kulki moment sity tarcia tocznego dany jest wzorem (1). Utdzmy
teraz rdbwnanie ruchu dla srodka masy kulki

ma=mgsina—T (10)

oraz dla ruchu obrotowego kulki wokoét osi przechodzacej przez jej srodek (i réwnolegtej do
podstawy réwni)
le=rT—M =rT —kmgcosa. (11)

W ostatnim réwnaniu / oznacza moment bezwladnosci kulki wzgledem osi przechodzacej
przez jej Srodek:

I = 2mrz. (12)
5
Rozwigzujac uktad rownan (10) i (11) przy warunku & = a/r, ktéry wyraza brak poslizgu,
otrzymujemy

. k
sina ——cosa
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a po uwzglednieniu wzoru (12)

az%g(sina—kcosa} (13)

r

Przyspieszenie katowe kulki jest oczywiscie rowne € = a/r. Bez trudu znajdujemy tez, korzy-
stajac z rownania (10), wyrazenie na site tarcia posuwistego:

I . k
——sina+-—cosa

T =mg M- r == mgcosa gtga—i-k . (14)
1 7 5 r
l+—
mr

Przy zatozeniu, ze poslizg nie wystepuje, 7' spetnia nierownos¢ (4). Po podstawieniu do tej
nier6wnos$ci wyrazenia (14) otrzymujemy warunek na kat a:

5(7 k

Rozwiazanie to obowiazuje dla katéw « takich, ze

T < fmgcosa,

5(2 k
1 Ztga+ = |< f.
7(5g rjf

czyli takich, ze

Dla tgax = k/r lewa strona przyjmuje warto$¢ k/r, a wiec jest mniejsza niz f.

Nierownos¢ ta okresla gorny zakres katow «, dla ktorych mozliwy jest ruch bez poslizgu.
Poslizg oznaczalby, Ze sita T ma wigkszg warto$¢ niz wyliczona. Niech ta wigksza, najwiek-
sza mozliwa sita wynosi Th.. Warunek r@ = v nie bylby teraz spelniony. Zwigkszenie T
oznacza zwickszenie i zmniejszenie v. Oznaczaloby to pojawienie si¢ ,,ujemnego” poslizgu,
co nie ma sensu. Toczenie si¢ bez poslizgu jest w rozwazanym zakresie jedyng mozliwg for-
ma toczenia si¢. Poréwnujac ten wynik z warunkiem (7) widzimy, ze nierowno$¢ (15) jest
stabsza od nierownosci (7).

Dla katow « spetniajacych nieréwnos¢

5(7 k
- >5(§ f—;), (16)

bedzie zachodzit poslizg i jednoczes$nie toczenie. W tej sytuacji M i T sg okreslone wzorami
(1)1(2), arownania ruchu (10) i (11) przyjmujg postac:

ma =mgsina — fmgcosa

le =—kmgcosa + frmgcosc.
Jako rozwigzania tego uktadu réwnan otrzymujemy:

a=g(sina— fcosa)

&£ =§§cosa(f—kj.
2r r

Mozemy tez znlez¢ predkos¢ poslizgu

oraz

v, :v—a)r:(a—gr)t
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v, =gtcosa tga—é(zf—ﬁj.
P 2\5 r

Jak fatwo sprawdzi¢, dla kgtéw speiniajgcych warunek (16) zachodzi v, > 0. Oznacza to,
ze $rodek kulki porusza si¢ szybciej, nizby to wynikato z jej predkosci katowe;.

Zestawienie wynikow analizy ruchu kulki mozna przedstawi¢ w postaci tabelki:

Spoczynek Toczenie bez poslizgu Toczenie z poslizgiem
k kK 5(7 k 5(7 k
0 - — —_ = =] —— — —f —— | = ©
g r r 2[5f rj 2[5f rj
5 . k .
a 0 7g(sma——cos aJ g(sina - fcosa)
r
5 gcosa
3 0 = =& 2 (f’”_k)
r 2 r
v 0 at at
0] 0 L &t
r
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