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XXVI OLIMPIADA FIZYCZNA (1976/1977). Stopien wstepny, zad. teoretyczne — T1-C.

Zrédlo:  Komitet Gtowny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXV 1 XXVI, WSiP, Warszawa, 1979.

Nazwa zadania:  Promien gwiazdy, przy ktorym staje si¢ ona czarng dziurg.
Dzialy: Astrofizyka, grawitacja.

Stowa kluczowe: Gwiazda, czarna dziura, Finstein, zasada zachowania, energia, foton,
czestos$¢ $wiatta, promien Schwarzschilda, kolaps, predkos¢ ucieczki.

Zadanie teoretyczne — T1, podpunkt C, zawody stopnia wstepnego, XXVI OF.

Jednym z najciekawszych obiektéw kosmicznych sg czarne dziury stanowigce ostatnig
faz¢ ewolucji niektorych typoéw gwiazd. Wszystko wskazuje na to, ze czarne dziury rzeczywiscie
istnieja, a nie sg tylko hipoteza uczonych. Przypuszcza si¢, ze gwiazda okreslonego typu moze
sta¢ si¢ czarng dziurg wtedy, gdy jej promien zmniejszy si¢ na, tyle ze Swiatto emitowane z jej
powierzchni nie bedzie mialo dostatecznej energii, by ja opuscic i oddali¢ si¢ nieskonczenie dale-
ko. Scisty opis czarnych dziur wymaga postugiwania si¢ bardzo skomplikowanym aparatem
matematycznym i pojeciowym teorii grawitacji Einsteina. Niektore jednak problemy z nieztym
przyblizeniem; (przynajmniej, co do rzgdu wielko$ci) mozna rozwigzac¢ korzystajac z zasad za-
chowania. Fotonowi o czgstosci v przypisuje si¢ wtedy mase

hv/c2 ,

gdzie h oznacza stala Plancka, a c jest predkoscia Swiatta.

Wyobrazmy sobie gwiazde w postaci jednorodnej kuli o masie M. Korzystajac z poda-
nych wyzej informacji wyznacz promien graniczny tej gwiazdy R, przy ktorym stataby si¢ ona
czarng dziurg. Wyznacz liczbowa warto$¢ R dla Stonca, gdyby podlegato ono ewolucji prowa-
dzacej do powstania czarnej dziury. Odpowiednie dane liczbowe znajdz w tablicach.

Rozwigzanie

Obliczmy zgodnie z podanymi wskazoéwkami zmiang czestosci Swiatta wystanego z odle-
glosci 7 od srodka gwiazdy (» > R) do nieskonczonosci. Skorzystamy z wzoru na energi¢ po-
tencjalng ciata o masie m w polu grawitacyjnym gwiazdy
_GMm

r
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p

gdzie (r > R). (1)

Przy przemieszczeniu fotonu z odlegtosci » do o prawo zachowania energii daje nam
zwiazek:
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to foton wystany nawet z samej powierzchni osiagnie nieskonczono$¢ z jaka$ czescia
v(00) > 0. Jezeli
GM

2 b
C

R<

to dla promienia wystanego z odlegto$ci poczatkowe;j

GM
R<r< — >
c
wzdr (3) traci sens (czgsto$¢ nie moze by¢ ujemna) — foton ,,spadnie” z powrotem na gwiazde,
tak jak pitka wyrzucona do gory reka dziecka.
Ostatecznie warunkiem na czarng dziure jest nierd6wno$¢
GM
<

R<——. (4)
c

Podobny warunek otrzymujemy, ze znacznie prostszych rozwazan. Nad problemem
tym zastanawiat si¢ juz Laplace. Stosujac mianowicie prawo zachowania energii do ciata
o stalej masie tatwo otrzymamy wzor na II predkos¢ kosmiczng, zwang inaczej predkoscia
ucieczki z danego ciata niebieskiego

mvl, mv’>  GMm

2 2 R

b

2GM
V=0 -, (5)
R
Warunkiem ucieczki jest oczywiscie zadanie, by 02 > 0. (W przeciwnym wypadku ciato

zatrzyma si¢ w skonczonej odlegtosci od "centrum" sity i zacznie spadac):

v — 2GM >0,
R
2GM
> T:Uu- (6)

Najnizsza mozliwa predko$¢, jaka nalezy cialu nada¢ na powierzchni gwiazdy, by ule-
ciato ono do nieskonczonosci, to wlasnie owa druga predkos¢ kosmiczna.

Jezeli druga predkos¢ kosmiczna jest wigksza od predkosci §wiatta, to gdyby $wiatto
sktadato si¢ ze zwyktych czastek podlegajacych prawom mechaniki klasycznej, nie mogtoby
ono opusci¢ jej powierzchni. Gwiazda, nawet bardzo gorgca obserwowana z duzej odlegto-
$ci bylaby czarna. Warunkiem na istnienie czarnej dziury, jaki otrzymuje si¢ w ten sposob,

jest
2GM
e ™)
czyli
R< 2sz (8)

Dostajemy wynik podobny do nieréwnosci (4), ale z dodatkowym czynnikiem 2. Wynika
to stad, ze oba przytoczone rozumowania sg bardzo przyblizone korzystamy, bowiem w nich
z klasycznych wyobrazen, iz pole grawitacyjne moze by¢ poprawnie opisane z pomocg poje-
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cia potencjatu nawet, jesli jego natezenie jest bardzo duze. W rzeczywistosci w teorii grawi-
tacji Einsteina pojecie potencjatu w ogole nie wystepuje. Pole grawitacyjne jest tam przypi-
sane krzywiznie czasoprzestrzeni, jednak i tam gesto$§¢ materii odpowiadajaca upakowaniu
masy M wewnatrz kuli o promieniu danym wzorem (8) prowadzi do tak duzej krzywizny, ze
zmieniajg si¢ zasadniczo topologiczne wlasnos$ci czasoprzestrzeni. Dzieli si¢ ona na dwie
czegsci, przy czym czastka materii, ktora znalazla si¢ ,,we wnetrzu" — nawet §wiatto — nie moze
zadng miarg wydostac si¢ ,,na zewnatrz".

Do obliczen warto$ci numerycznej wynikajacej z wzoru (4) najwygodniej jest wyrazi¢ ilo-
czyn GM przez charakterystyki orbity Ziemi (w przyblizeniu orbity kotowej)

2
m,0" GMm
AMEL LS ©)
Iy I
stad
2
2 4n’r,
GM:UZrZ:( nrzj r,= 7;er ,
gdzie r,— odlegtos¢ Ziemi od Stonca = 150000000 km, 7 = 1 rok.
Ostatecznie
2.3
R< 4n’r,

Tc*
Czas 1 roku wyrazony w sekundach wynosi w przyblizeniu 72107 sekund, stad
4-(15107 )
Ry =310 5k,

Stonce statoby sig¢, zatem czarng dziura, gdyby zostato $cisnigte do objetosci kuli o fanta-
stycznie matym (jak na warunki astronomiczne) promieniu 1,5 km. Poniewaz faktyczny pro-
mien stonca wynosi ~700000 km, jego gestos¢ przy takim Sciskaniu musiataby wzrosna¢ oko-
lo 10" razy! Zauwazmy, ze w normalnych warunkach na Ziemi (a $rednia gesto$¢ materii na
Stoncu nie odbiega zanadto od tych warunkow) atomy w fazie skondensowanej majac pro-
mienie ~10™ cm stykaja si¢ ze soba. Gdyby je Scisnaé tak, ze zaczelyby si¢ stykaé ze soba
jadra atomowe (r ~ 107"), gestosé wzrostaby o czynnik 10". Sciskajac takie stykajace sig
jadra do objetosci jeszcze o czynnik 100 razy mniejszy, dostaliby§my gestos¢, do jakiej trzeba
by sprasowac Stonce, aby otrzymaé czarng dziurg.

Na zakonczenie obliczmy $rednig gestos¢ czarnej dziury w zaleznos$ci od jej catkowitej
masy:

M 31
AnG® M*

P=7 (10)

—“nR’

Dla masy Stonca dostali§my bardzo duza gestos¢. Wedlug obecnych teorii astrofizycznych
sity grawitacyjne $ciskajace Stonce nie moga sprezy¢ go do tej gestosci (nawet gdyby ono
catkowicie wystygto). Jednakze dla gwiazd o wigkszej masie wzor (10) méwi, ze wymagana
gestos¢ jest mniejsza i dlatego odpowiednio masywne gwiazdy moga osiagna¢ (i osiagaja)
stan czarnej dziury.
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