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XXVI OLIMPIADA FIZYCZNA (1976/1977). Stopien wstepny, zad. teoretyczne — T1-A.

Zrédlo:  Komitet Gtéwny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXV 1 XXVI, WSiP,Warszawa, 1979.

Nazwa zadania:  Warunki rGwnowagi obracajacego si¢ wahadla matematycznego.
Dzialy: Drgania i fale mechaniczne.

Stowa kluczowe: Wahadto stozkowe, rownowaga trwatla, chwiejna, obojetna, sita Corioli-
sa, sita odsrodkowa, moment sity.

Zadanie teoretyczne — T1, podpunkt A, stopien wstepny, XXVI OF.

Dane jest wahadlo matematyczne o dtugo$ci [ mogace wahac sie¢ w plaszczyznie pio-
nowej obracajacej si¢ wokot punktu zaczepienia ze statg predkoscia katowa w. Wyznacz po-
lozenie rownowagi takiego wahadta. Zbadaj rodzaj r6wnowagi (trwala, chwiejna, obojetna).

Rozwigzanie

Zadanie wygodnie jest rozwigza¢ w ukladzie odniesienia zwigzanym z wirujacg plasz-
czyzng.

\ 4 \

Rys. 1.

Wymaga to dodania do sit rzeczywistych sit bezwtadnosci, tj. sity odsrodkowej 1 sity Coriolisa.
Sita Coriolisa dziata na ciato tylko wtedy, gdy jego predko$¢ (w nie inercjalnym uktadzie od-
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niesienia) jest r6zna od zera. Badanie potozenia réwnowagi w tym uktadzie jest zagad-
nieniem statycznym, w ktorym interesuje nas rownowaga sit dziatajacych na ciato w spo-
czynku, zatem sity Coriolisa sg nieistotne. Zadanie sprowadza si¢ tym samym do znalezie-
nia polozenia réwnowagi wahadta matematycznego, na ktore dziata sita cigzkosci mg i sita
odsrodkowa Fyp (rys. 1.) o wartoéci bezwzglednej rownej ma’Ising i sita reakcji R nici,
lub preta za pomoca, ktérego jest zrealizowane wahadlo. Warunkiem rownowagi jest
znikanie sumy tych sil:

mg+R+F,=0 (1)

Z rownania (1) wynika po pierwsze, ze kierunek wypadkowej sit mg 1 Fy musi mieé¢
kierunek preta, tzn.

mao
sin
tgp =09 )
mg
lub po przeksztatceniu
2
sin(o[ 1 —“’—ljzo. 3)
cosp g
Roéwnanie to, niezaleznie od w ma rozwigzanie
sing =0, 4)

co odpowiada ¢ = 0 lub ¢ = 180°.

Rozwigzanie odpowiadajace znikaniu nawiasu w rownaniu (3) przedyskutujemy
w dalszej kolejnosci.

Jest jasne, ze ¢ = 180° moze by¢ w ogdle potozeniem jakiejkolwiek réwnowagi, tylko
wtedy, gdy wahadto jest zrealizowane za pomocg preta, a nie nici. W tym pierwszym
przypadku bedzie to polozenie rownowagi chwiejnej, co jest niemal oczywiste. Wychyla-
jac wahadto dowolnie malo od tego potozenia powodujemy pojawienie si¢ sit odsuwaja-
cych ciato jeszcze dalej od gornego wierzchotka (rys. 2.)

W potozeniu na rysunku 2 i 3 sita odsrodkowa stara si¢ obroci¢ wahadto jeszcze bar-
dziej w prawo, to samo dotyczy sity cigzkosci.

Polozeniem réwnowagi trwatej moze by¢ natomiast rozwigzanie ¢ = 0. Dos$¢ nieocze-
kiwane w tym zadaniu jest to, ze polozenie najnizsze ¢ = 0 nie zawsze jest potozeniem
rOwnowagi trwatej, to znaczy nie dla wszystkich ).

Sporzadzmy rysunek analogiczny do rysunku 2, ale przedstawiajacy nasze wahadto
nieznacznie wychylone z potozenia rownowagi u dotu (rys. 3.). W tym potozeniu tenden-
cje sit mg 1 F sa przeciwne. Sita cigzkoSci stara si¢ sprowadzi¢ ciato z powrotem do
potozenia rownowagi, a sita, odsrodkowa stara si¢ ciato odsuna¢ od tego potozenia. O
tym czy rownowaga jest trwata, czy chwiejna decyduje, ktéry z czynnikow przewazy. Po-
rOwnajmy zatem momenty tych sil. Warunkiem rownowagi trwatej jest zadanie, by mo-
ment sity ciezkos$ci byt wiekszy, co do wartosci od momentu sity od§rodkowej, dla kazde-
go kata @ # 0. Z rysunku odczytujemy, ze ramieniem sity cigzko$ci jest /sin¢g), a ramie-

niem sity odsrodkowej /cos¢:

mghlsing> (m o’l sin(p)cos @ (warunek rownowagi trwatej), (5)

czyli po uproszczeniu
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g
cCosSQp < —=—. 6
?< 5 (6)

v

ot

Rys.2. Rys.3.

Warunek (6) bedzie spetniony dla wszystkich katéw réznych od zera, jesli

£ > 7
a)ZI - ( )
co mozna przepisac tez w postaci
g 2n
O [ =—. 8

Gdzie Ty jest okresem wahan swobodnego wahadta matematycznego o dtugos$ci /. Poto-
zenie najnizsze, jest polozeniem réwnowagi trwalej, jedynie dla niezbyt szybkiego ru-
chu obrotowego.

Powstaje pytanie, co dzieje si¢ z wahadlem, gdy ptaszczyzna z naszego zadania obraca
si¢ szybciej niz to wynika z warunku (8). Jak w tym wypadku ustawi si¢ wahadto po wyga-
$nigciu ewentualnych drgan? Polozenie réwnowagi chwiejnej jest przeciez z fizycznego
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punktu widzenia niedopuszczalne. Odpowiedz jest jasna. Je$li spetniony jest warunek
przeciwny do (7) tzn., jesli
g
——<1,
o’l

to rOwnanie (3) na potozenie rownowagi ma jeszcze jedno rozwigzanie, a mianowicie

_ 8
CoSQ = gyl 9)
Z fizycznego punktu widzenia jest niemal oczywiste, ze potozenie to (jesli tylko istnieje, tzn.

jeshi % < 1) jest zawsze potozeniem rownowagi trwalej. Bardziej formalny dowdd mozemy
1)

oprze¢ — podobnie jak w przypadku potozenia ¢ = 0 — na badaniu momentow sily ciezkos$ci
1 odsrodkowej.
Warunek trwato$ci rownowagi w potozeniu

@ = arccosi2 . (10)
ou)

jest nastepujacy:
dla ¢ > ¢y |Moment sily ci¢zko$ci| > |Moment sity odsrodkowej|,
dla ¢ < @ |[Moment sity cigzkosci| < |Moment sity odsrodkowej|, czyli

2

. mae
mglsing > ——— dla g > @,

[sing cosg

me’

mglsing < ——— dlag <.

[sing cosg

lub po przeksztatceniu

COSQ ,>CosQ dla ¢ > ¢,
COS@ ,>COSQ dla ¢ < ¢,.

Ale cosp jest funkcja malejaca w interesujacym nas przedziale 0 < ¢ < 180°, nierow-
nosci (12) sa, zatem na pewno spetlnione. Wyniki przeprowadzonej analizy mozemy przed-

stawi¢ na wykresie podajacym zalezno$¢ potozenia rownowagi od wartosci % (rys. 4a.) lub
1)

na wykresie podajacym zalezno$¢ ¢rewn 0d @ (rys. 4b).
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Tylko dla preta \/%

Réwnowaga trwata
Réwnowaga chwiejna

Rys.4a. Rys.4b.
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