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Zadanie teoretyczne — T1, zawody II stopnia, XXIV OF.

Dany jest nastgpujacy uktad dwoch doskonatych niewazkich sprezynek o diugosciach
Ww stanie nienapi¢tym rownych /j 1 stalych sprezystosci rownych k oraz dwoch matych jedna-
kowych cigzarkow o masach m nanizanych na cienki, gtadki i niewazki pret:
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Rys. 1

Uktad ten moze obracac si¢ wokot osi pionowej, prostopadiej do kierunku preta.

1) Jaka minimalng pracg nalezy wykona¢, aby rozkreci¢ uktad od predkosci katowe;j
®, =0 do predkosci w przy zatozeniu, ze w obu przypadkach uktad jest w stanie
rownowagi?

2) Czy predkos¢ o z poprzedniego pytania moze mie¢ dowolne warto$ci?
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Rozwigzanie

Niech /; 1 [, oznaczaja dlugo$¢ sprezynek w stanie rOwnowagi przy predkosci katowej
uktadu rownej w. Wskaznik 1 odnosi si¢ do sprezynki blizszej osi obrotu, a wskaznik 2 do
sprezynki zewngtrzne;.

Poniewaz w stanie rownowagi musi dziata¢ sita dosrodkowa réwna mw* [ .

Sita dosrodkowa dziatajaca na cigzarek zewngtrzny jest sila sprezystosci sprezynki ze-
wnetrznej. Zatem

k(l, —1,) =ma’(l, +1,).

Natomiast sita dosrodkowa dziatajaca na cigzarek blizszy osi jest wypadkowa sit, z jakimi
na ten cigzarek dzialaja obie sprezynki. Mamy wigc:

k(l, —-1,)—k(l, —1,) = ma’l, .

OtrzymaliSmy dwa réwnania, z ktorych mozemy wyznaczy¢ /; i [,. Po krotkich przeksztalce-
niach otrzymujemy

1
L=l ——,
L0 23x+1
1-x
L=l —————=(1-x)/,,
20X 23x+1 (=0,

gdzie x=maw’ /k .
Dla @, = 0 stanowi rownowagi odpowiada /, =/, =1, zgodnie z trescia zadania.
Zauwazmy, ze W otrzymanych wyrazeniach na /; 1 /; mianownik moze by¢ réwny zeru.
Warto$ciami x, przy ktorych to si¢ zdarza, sa

3745

X, = X, <X,.
1,2 > X 2
2

Widzimy wige, ze jezeli x bedzie si¢ zmieniaé od zera do warto$ci xi, to /; i /; beda zmieniaé
si¢ od /y do nieskonczonos$ci. Nietrudno sprawdzi¢, ze w rozpatrywanym przedziale zarowno
[1 jak 1 I, zaleza od x w sposob monotoniczny. ( Pochodne /i(x) 1 /2(x) w przedziale (0, x,) sa
dodatnie).

Ze wzgledu na dazenie /; 1 /; do nieskonczono$ci w miar¢ zmieniania wartosci x od zera do
x1, sens fizyczny maja tylko te wartosci w, dla ktorych x < x;, czyli te warto$ci w, ktére spet-

niaja zwiazek
a)<l\/E(\/§ —1).
2\m

Czytelnik bez trudu moze sprawdzi¢, ze dla x > x; co najmniej jedna z wielkosci /; lub /, ma
warto$¢ ujemna, co nie odpowiada sytuacji opisanej w zadaniu i co potwierdza podany wyzej
wniosek dotyczacy dopuszczalnych wartosci .
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A teraz wyznaczamy minimalng pracg potrzebna do rozkrgcenia ukladu od predkosci
@, =0 do predkosci w. W tym celu obliczamy energi¢ calkowita ukladu na poczatku i1 na

koncu.

Energia catkowita dla @, =0, rowna sumie energii kinetycznej cigzarkdéw 1 energii poten-
cjalnej zwiazanej z napigciem sprezynek, jest rowna zeru, bo cigzarki si¢ nie poruszaja, a
sprezynki nie sa napigte.

Energia kinetyczna cigzarkdéw, gdy uklad obraca si¢ z predkoscia w, wynosi

E, :lmlza)2 +lm(11 +1L) @’ :lma)z[l1 +(, +1,)°].
2 2 2
Natomiast energia potencjalna napigtych sprezynek wynosi w tym wypadku
1 , 1 2
E, =§k(ll -1, +Ek(12 —1y)".
Energia catkowita uktadu przy predkosci w wynosi wigc
1 2r71 2 1 2 2
E=E, +E, :Ema) [, +(, +1,) ]+5k[(1l -1,)" +U,-1,)"].

Korzystajac ze zwiazku

1—-x

L=Q-x), =1, ———,
= (=0l " ¥ —3x+1

gdzie x = me’ / k , po odpowiednich przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy

3 2
lklz x(2x” —9x +9x+5).

E =
2" (x*=3x+1)?

Praca ktora nalezy wykona¢, nie moze by¢ mniejsza niz roznica energii koncowe;j
1 poczatkowej. Poniewaz calkowita energia poczatkowa byla réwna zeru, wigc szukana praca
minimalna musi by¢ roéwna E. Zwro¢my uwage, ze praca ta przy zblizaniu si¢ do granicznej
wartosci w, czyli gdy x dazy do x;, dazy do nieskonczonosci

Proponowana punktacja
Podczas sprawdzania rozwiazan stosowano nast¢pujace kryteria

1. Wyznaczenie /; i1, do 5 pkt.
2. Wyznaczenie pracy do 3 pkt.
3. Wyznaczenie granicznej wartosci @ oraz dyskusja do 2 pkt.
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