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XXIV OLIMPIADA FIZYCZNA (1974/1975). Stopien 111, zadanie teoretyczne — T1.
Zrédle:  Komitet Glowny Olimpiady Fizycznej;
W. Gorzkowski: Olimpiady Fizyczne XXIII i XXIV, WSiP, Warszawa 1977.
Nazwa zadania:  Warunki rownowagi obrazka zawieszonego na nitkach
Dzialy: Statyka

Stowa kluczowe: roéwnowaga trwata, moment bezwladnosci bryty, $rodek cigzkosci ciala,
moment sity, stopnie swobody, punkt zaczepienia.

Zadanie teoretyczne — T1, zawody III stopnia, XXIV OF.

Do rogdéw jednorodnego, prostokatnego obrazka o bokach a 1 b przymocowano konce ni-
ci. Jaka musi by¢ dtugo$¢ nici /, aby obrazek ten mozna byto zawiesi¢ na gwozdziu wbitym
W pionowg $cian¢ w pozycji pokazanej na rysunku 1.

b
Rys. 1

Uwaga: Obrazek ma wisie¢ w rOwnowadze trwatej. Tarcie zaniedbujemy.

Rozwigzanie

Jasne jest, ze przy kazdej dtugosci nitki polozenie pokazane na rysunku 1 jest polozeniem
réwnowagi. Praktyczne znaczenie moze mie¢ jednak tylko rownowaga trwala, bowiem tylko
takg rownowage mozna zrealizowac. Cechg charakterystyczng rownowagi trwatej jest to, ze
przy niewielkim wychyleniu uktadu z badanego potozenia pojawiajg si¢ sily dziatajace tak, by
uktad wrocit do stanu, w ktérym byt poprzednio.

Uktad nasz ma dwa stopnie swobody. Oznacza to, ze do pelnego opisu polozenia obrazka
potrzebne sa dwa niezalezne parametry. Mozna je wybra¢ nastgpujaco: jako jeden
z parametrow wybierzmy kat ¢ pokazany na rysunku 2, a jako drugi — odleglos¢ x gwozdzi-
ka od lewego brzegu ramki. Jest rzeczg oczywista, ze w polozeniu rOwnowagi trwatej wartos¢
kata ¢ musi by¢ rowna zeru. W potozeniu, dla ktérego ¢ = 0 na obrazek dziata niezerowy
moment sity wzgledem punktu S. Moment ten jest rowny momentowi sity ciezkosci, bo mo-
menty sil dziatajacych w punktach zaczepienia nitki do rogdw obrazka (napigcia nitki) sa
roOwne zeru.
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Rys. 2

Nietrudno zauwazy¢, ze moment sily ciezkosci dziata tak, by S$rodek cigzkosci obrazka
sprowadzi¢ na prostg pionowa przechodzaca przez punkt S, czyli tak, by sprowadzi¢ kat ¢ do
zera.

Wystarczy zatem rozpatrzy¢ tylko takie potozenia obrazka, dla ktorych ¢ = 0. Jest to
duze uproszczenie, gdyz zamiast dwoch stopni swobody mamy teraz tylko jeden.

Wezmy pod uwage obrazek w polozeniu pokazanym na rysunku 3. Na rogi obrazka
dziatajg sily napigcia nici. Sity te sa rowne co do wartosci bezwzglednej 1 dzialaja w kierun-
ku nitek. Momenty tych sit wzgledem: punktu O s3 rézne co do znaku, a takze co do warto-
sci ze wzgledu na rézne dtugosci ramion. Na obrazek wzgledem punktu O musi wiec dziatac¢
pewien moment wypadkowy. Nalezy zbada¢, czy bedzie on dziatat w kierunku zwigkszenia
czy zmniejszenia wychylenia obrazka od pozycji symetrycznej wzgledem OS.

kat ASB =17, kat AOB = «a
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Jasne jest, ze ze wzgledu na rownos¢ sil, o tym ktéry moment bedzie wigkszy, a wiec

o tym w ktorg strong bedzie dziatalt moment wypadkowy, decyduje wielko$¢ ramion d, 1 d,.
Widzimy wiec, ze caly problem sprowadza si¢ do zbadania zmian dtugos$ci ramion d, i d, przy
obracaniu obrazka lub, co na jedno wychodzi do zbadania dlugo$ci ramion d, i d, przy prze-
sunigciach punktu zaczepienia nitki (bez zmiany jej dlugosci) tak, jak na rysunku 4.
W sytuacji pokazanej na rysunku po przesunig¢ciu punktu zaczepienia w prawo musi pojawic
si¢ wypadkowy moment sily dazacy do obrécenia obrazka zgodnie z kierunkiem ruchu wska-
zoéwek zegara. Oznacza to, ze d; powinno by¢ wigksze niz d,. Zbadajmy kiedy to bedzie moz-
liwe.

Rozpatrzmy trzy przypadki — jeden, gdy kat y pokazany na rysunku 4 jest rozwarty,
drugi — gdy kat ten jest ostry, a trzeci, gdy y = n/2.

W pierwszym przypadku po niewielkim wychyleniu uktadu z potozenia symetrycznego
w zaznaczonym kierunku warto$¢ kata a miedzy ramieniem d, a przekatng zawsze zmniejsza
si¢, co oznacza ze d; > d. Natomiast warto$¢ kata o migdzy ramieniem o, a przekatng zawsze
zwigksza si¢ wskutek czego d, < d. Zatem d, > d,.Widzimy wigc, ze dla y = n/2 symetryczne
polozenie obrazka jest polozeniem réwnowagi trwale;.

S S’

Rys. 4 Rys. 5

Drugi przypadek, tj. gdy y jest katem ostrym, zilustrowano na rysunku 5. W tym przypad-
ku przy zaznaczonym niewielkim wychyleniu uktadu z potozenia symetrycznego kat « po
lewej stronie zwicksza si¢ o «, a kat @ po prawej stronie zmniejsza si¢ o a,. W rezultacie
d) <d,. Wynika stad, ze gdy y jest katem ostrym symetryczne zawieszenie obrazka nie moze
by¢ potozeniem rownowagi trwalej.

Przypadek trzeci, gdy y = n/2, pokazano na rysunku 6. W tym przypadku istotne jest po-
réwnanie katow «a; 1 a,.

Oznaczajac dtugos¢ lewej czesci nitki przez é+ g, a prawej przez é -q,

gdzie ¢ matg wielkoscig charakteryzujaca wychylenie, mozemy napisac

7 =sin(a — a,)
—1
2

b sin(a + a, )

ly
574
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Stad
I g
csc(a—ay) = —+—,
( 1) TR
I ¢
csc(a+ ay))= ———.
( 2) T

Poniewaz w interesujgcym nas przedziale katow o funkcja kosekans (csc a = sin ' o)
jest funkcja o przebiegu wklestym (rys. 7), wiec jasne jest ze jednakowym zmianom bez-
wzglednej warto$ci funkcji o g/h musza odpowiadaé katy «; i a, takie, ze a, > a,. Wy-

nika stad, ze d» < d, a zatem w tym przypadku w polozeniu symetrycznym mamy row-
nowage trwalg.

S S’

csc(y)

Rys. 6 Rys. 7

Podsumowujac stwierdzamy, ze w réwnowadze trwatej y > /2. Wynika stad, ze zada-
na dlugos$¢ nici / powinna spetnia¢ warunek

[> b va® +b?
a
Zauwazmy, ze dla cienkiego preta @ = 0. Wynika stad, ze cienkiego preta nie mozna po-
wiesi¢ poziomo na nitce uwigzanej do jego koncow, tak by wisiat on w rownowadze trwatej
(oczywiscie przy zaniedbaniu tarcia). Nitka musiataby bowiem by¢ nieskonczona.
Zadanie powyzsze mozna rOwniez rozwigzac¢ korzystajac z faktu, ze w potozeniu rowno-
wagi trwalej energia potencjalna uktadu mechani%znego musi mie¢ minimum.
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Z rozwazan podanych na poczatku wiemy, ze wystarczy ograniczy¢ si¢ do przypadku
@ =0. Wyrazmy wigc energi¢ potencjalng obrazka za pomocg parametru x (rys. 3) 1 zbadajmy,
kiedy ta wielko$¢ ma minimum. Jest jasne, ze nastapi to wtedy, gdy odcinek SO = & bedzie
miat warto$¢ najwieksza. Wystarczy wiec zbadaé, przy jakim warunku funkcja A(x) w punk-
cie x =1/2 ma maksimum. W tym celu nalezy zbada¢ znak drugiej pochodnej A"(x) dla
x = 172. Jezeli warto$¢ h"(172) bedzie dodatnia, to i (x) w punkcie x = [/2 bedzie miata mini-
mum, a jezeli uyjemna, to maksimum.

W celu obliczenia funkcji /4(x) korzystamy z twierdzenia gloszacego, ze jezeli mamy
czworokat wypuktly, taki jak na rysunku 8§, to

(ef)2 = (ac)2 + (ba?)2 —2abcd cos w,

e 1 foznaczaja tu przekatne czworokata, a  jest suma katow przeciwlegtych.
Dla czworokata AOBS z rysunku 3 mamy wigc

h’b* =p*(1-x)* + p*x* —=2p°x(I - x)cos w, (1)
gdziew=a+y
Z twierdzenia kosinusow dla trojkata 4SB mamy

b* =x* + (I —x)’ —2x(I - x)cos y . 2)
Korzystajac z tego zwigzku wzor (1) mozemy napisa¢ w innej postaci:

h’b* = 192(b2 +2x(l - x)cos ;/)— 2p°x(l - x)cos(a + 7)
2712
20p
Zwrdéémy uwage, ze zamiast bada¢ ekstremum funkcji A(x) w punkcie x = //2, wystarczy
zbada¢ ekstremum funkcji
7 (x) ‘lj

z(x) = %b{ »

x(I - x)cos y — cos(ar + 7))

czyli funkcji
z(x)+ x(I - x)cos  — cos(a + 7))
Zauwazmy, ze kat y zalezy od zmiennej x. Sci$le biorac powinni$my wiec napisac:
z(x) = x(7/ — x)(cos y(x)—cos (& + y (x))). (3)

Obliczmy pierwszg pochodng tej funkcji. Mamy

9 — (1~ 2xcos — cos(ar +7))~x x)siny—sinfar + 7).

Wystepujaca tu pochodna Q, pojawiajacg si¢ w wyniku rézniczkowania funkcji ztozonej,
dx
obliczamy rézniczkujac obustronnie zalezno$¢ (2):
. d
0=(2x—1)(1+cosy)+x(I - x)sin }/Ey’

Stad
dy _ (I=2x)(1+cosy)
dx x(I —x)siny

Zatem
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& (- 2x){cos y —cos(a+y)- siny - ﬁin(a +7) (1+cos )/)}
dx siny

czyli

%:(1_2)() Sll’l(a-l‘]/)-.i-Sll’l(Z—Sll’l}/.
dx sin ¥
Widzimy, ze dla x = [/2 pochodna dz/dx jest rowna zeru, co oznacza, ze funkcja z(x) dla
x = [/2 ma ekstremum. Oczywiscie nie jest to dla nas nowing, bo wniosek ten otrzymali$my

juz wezeéniej bez rachunkéw. Obliczmy teraz drugg pochodng w punkcie x = //2. Mamy

2 . . .
E__zsm(a+y)+sma—sm7/ (l—

. - 2x);cosy
dx siny
=0dlax=1/2
Zatem w punkcie x = //2 warto$¢ drugiej pochodnej wynosi

5 sin(a + y)+sina —siny

2

siny

gdzie y jest wartoscig kata y(x) w symetrycznym potozeniu obrazka, tj. dla x = [/2. Ze wzgle-
du na fakt, ze dla katow y majacych znaczenie fizyczne (0 <y < 180°) siny > 0 znak drugiej
pochodnej jest taki sam jak znak wyrazenia:

siny —sina —sin(a + 7).
Napiszmy to wyrazenie w innej postaci:

siny —sina —sin(a +7)=

=sin y(1—cosa)—sina(l+cosy)=
Yy o+

. a
=—4sIn—coSs—cos———.
2 2 2

Poniewaz katy % i % lezg w pierwszej ¢wiartce, wigc o znaku decyduj e(a + 7)/ 2.

Jezeli (a + }/)/ 2 jest zawarte w pierwszej ¢wiartce, to wyrazenie nasze jest ujemne i funkcja
z(x) ma maksimum, jezeli za$ (a + 7/)/ 2 lezy w drugiej ¢wiartce, to warto$¢ drugiej pochodnej
jest dodatnia i funkcja z(x) ma minimum. Przypadek, gdy druga pochodna jest rowna zeru
pozostawiamy do zbadania Czytelnikowi.

Wnhioski, ktore tu otrzymaliSmy, sa oczywiscie zgodne z tym, do czego doszliSmy po-
przednio.

Zbadanie, czy dla x = [/2 funkcja 4(x) ma maksimum, czy minimum mozna przeprowa-
dzi¢ rowniez bez stosowania rachunku rézniczkowego. A oto rozwazania geometryczne po-
zwalajace dojs¢ do celu.

luk elipsy S 5
/K
[
h Y
tuk okregu AN / _A7
N ~ . -

~ o | -

-~ /O T~ -~

Rys. 9
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Podobnie jak poprzednio, bedziemy rozpatrywac przypadek, gdy ¢ = 0. Przy przekrecaniu
obrazka punkt S w uktadzie zwigzanym z obrazkiem zakresla tuk elipsy, ktorej ogniskami sa
rogi obrazka, do ktorych przywigzane sg konce nitki. Elipse t¢ pokazano na rysunku 9.
Zakre$lmy z punktu O promieniem SO = h tuk okregu. Luk ten jest styczny do elipsy
w punkcie S. Nietrudno zauwazy¢, ze w zasadzie mamy tu dwa mozliwe przypadki: tuk okrg-
gu moze leze¢ w otoczeniu punktu S badz wyzej, badz nizej niz tuk elipsy. W pierwszym
przypadku odleglos¢ OS’ jest mniejsza niz 4. Odpowiada to rownowadze trwalej, gdyz dla

'=S§ dlugos¢ odcinka S'O osigga maksimum. Przypadek ten zilustrowano nu rysunku 10.
ik okregu

8 : fuk elipsy

Rys. 10

Natomiast w drugim przypadku (rys. 9) wielkos¢ S'O dla §' = S ma minimum. Odpowia-
da temu réwnowaga chwiejna.

Udowodnimy, ze przypadek pierwszy odpowiada y > n/2, a drugi y < n/2. WeZmy pod
uwage okrag o srodku O i1 promieniu SO = h. Réwnanie tego okregu jest nastepujace (uktad
wspotrzednych pokazano na rys. 11):

L)
S
Y
A ~ - - B .
e I -
~ -
~ -
-~ | -
T -
"-.’L/
///O “H““""-.
- -~
- e
- .
- -~
- -~
Rys. 11
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2
X +(yo +§j =i’ )
(xo , yo) oznacza punkt biezacy okregu. Wyznaczamy teraz potosie elipsy.

, ‘1 . a a . . . , / , .
Kroétsza potos wynosi SO—E= h—E. Natomiast dtuzsza jest rowna 3 Zatem rownanie

elipsy zakreslanej przez punkt S jest nast¢pujace:

X 2 » 2 _
(1/2} -{h—a/Zj : ®)

(Xe, ¥e) 0znacza tu punkt biezacy elipsy. Wielkos$¢ 4, ktora wystepuje w powyzszych wzorach,

jest dana wzorem
h=%(a+\llz—bz) (6)

ze wzorow (4) 1 (5) wyznaczamy ), 1 y.. Dla gornej cz¢sci elipsy 1 gornej czgsci okregu ma-
my:
yo(x): Vh* +x° _%’
2
v.(x)= [h—ﬁj -2

2 I?

Aby stwierdzi¢, co lezy wyzej — tuk okregu, czy tuk elipsy — wystarczy zobaczy¢, co jest
wieksze w poblizu punktu x = 0: yy(x) czy y.(x). Zbadajmy przypadek y(x) > y.(x), czyli
przypadek, ktéremu odpowiada rownowaga trwata. Mamy:

2
N —%>(h—£j -2 (>0

2 I?

gdzie A jest dane wzorem (6). Po przeksztatceniach otrzymujemy kolejno
2

—x’—ah’ =X >—ha-(P* —bz))l‘—z, (0<)
¥ i <has (-5
am < ha- b;fz ,
—a’l’ <;—j—ab2(a+m)
Nierownos$¢ ta musi zachodzi¢ dla kazdego x bliskiego punktu x = 0.

Zatem
a’l? Zabz(a+\/12 -b’ )
122\/02 +b*.

a

Skad

W ten sposob otrzymali§my ponownie wyprowadzony poprzednio warunek na rOwnowage
trwala. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze przy przeksztalcaniu wyzej podanych nieréwnos$ci
podnosilismy do kwadratu obie strony tylko wtedy, gdy byly one dodatnie (dla x bliskich
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x = 0). Dzigki temu mamy gwarancje, ze otrzymany warunek nie jest warunkiem obcym wy-
nikajacym ze stosowania przeksztatcen nieodwracalnych.

Na zakonczenie wspomnimy jeszcze o jednej metodzie wyprowadzenia zadanego wa-
runku. Zauwazmy, ze y.(0) = y4(0). Aby stwierdzi¢, co lezy wyzej — elipsa czy okrag — mozna
by zbada¢, ktéra z funkcji ye(x) czy yo(x) szybciej maleje przy odchodzeniu z wartoscig x od
zera, np. w kierunku warto$ci dodatnich (ze wzgledu na symetri¢ badanie ujemnych x nie jest
konieczne). W tym celu nalezaloby zbada¢, ktora z pochodnych y'.(x) czy y'(x) jest mniejsza
dla wartosci x > 0, ale bliskich x = 0. W przypadku réwnowagi trwalej powinna zachodzi¢
nierownos¢

Vo) > ¥ulx).

Mamy
) = ——
Y O(X)_ hz_xz >
a)4
(h—zjlzx
)= =
4x
1- It
Nalezy zbada¢ kiedy
(h—;);x
X
2 - 2 (x>0)
h™—x 4x

Przeksztatcajac te nier6wno$¢ otrzymujemy

2
. <(h—gjliz<\/h2 —x?,

12

Zatem

b2
Stad po rozwigzaniu powyzszej nierownosci wzgledem 1—1—2 :
2
a a
——+. = +1,
73
b>  a aY
=+ == = +1 >0),
> 2 \/(21) ¢0)
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bZ
lzza—z

122\/024-[)2

a

(a2 +b2),

Otrzymali$my wigc to samo co poprzednio. Jak widzimy, zadanie powyzsze mozna roz-
wigza¢ wieloma metodami, od tatwych rachunkowo do bardziej ztozonych. Mimo to zadanie
wypadto raczej niedobrze. Do najpospolitszych bledow (a moze nie tyle btedow, co mato ra-
cjonalnych sposobdw postepowania) nalezalo traktowanie energii potencjalnej jako funkcji
dwoéch zmiennych i1 poszukiwanie ekstremum tej funkcji za pomoca metod korzystajacych
z pojecia pochodnej czastkowej. Metody te wykraczaj poza program szkot srednich, prak-
tycznie zaden z uczniéw nie mial w nich bieglosci, a jednak wielu probowato je stosowac,
oczywiscie bezskutecznie. Niektorzy wprawdzie wykazali w ten sposob, ze symetryczne po-
tozenie obrazka jest potozeniem réwnowagi (do czego mozna doj$¢ i bez rachunkéw: w ktora
stron¢ obrazek ma si¢ wychyli¢ — w lewo czy w prawo — jezeli nie ma zadnego powodu, by
jedna ze stron wyrozni¢?), ale zbadanie rodzaju rownowagi, a wiec tego co najistotniejsze,
ztamalo wszystkich, ktorzy stosowali pochodne czastkowe. Czasami podczas rozwigzywania
zadania warto pomysle¢ o sprawach ogolniejszych. Zadania sg dla uczniow szkol $rednich,
wobec tego musza by¢ rozwigzywalne dostgpnymi uczniom metodami i zamiast zapedzac si¢
na opanowany nie wig¢cej niz powierzchownie teren pochodnych czastkowych warto poszukaé
rozwigzan korzystajacych z wiedzy zdobytej w szkole. Ci, ktorzy tak zrobili, osiggneli zupet-
nie dobre wyniki.
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