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Zadanie doswiadczalne - D, stopien wstepny, XXIII OF.

Prostopadloscienne naczynie szklane lub drewniane o dhlugosci $cianki bocznej
L (L powinno wynosi¢ okoto 1 m) napetij woda do wysokosci 4 takiej, by &4 << L. Wpraw
wode w naczyniu w drganie, np. uderzajac w $cianke prostopadta do $Scianki o dtugosci L. Po
wygasnigciu drgan o wyzszych czestosciach pozostana tylko drgania, podczas ktorych
powierzchnia wody waha si¢ pozostajac niemal plaska. Wyznacz czgstotliwos¢ tych drgan
fw zaleznos$ci od wysokosci stupa wody 4 dtugosci $cianki L. Metoda préb postaraj sie do
otrzymania wynikow dopasowac¢ mozliwie prosty wzor algebraiczny.

Rozwiazanie

Przede wszystkim zastanoéwmy sig, jak mozna by wyprowadzi¢ wzor teoretyczny na
fzastanbwmy si¢, od czego wielko$¢ ta moglaby by¢ zaleze¢. Z tekstu zadania wynika, ze
z parametrow uktadu w gre¢ moga wchodzi¢ L i A o wymiarze metra. Jednak z samych tych
wielko$ci nie mozna utworzyé wielkosci o wymiarze £, czyli o wymiarze s~'. Trzeba wigc
znalez¢ jeszcze jaki$ parametr, ktory charakteryzowatby badane zjawisko. Jednym z takich
parametréw mogtaby by¢ gesto$¢ cieczy p. Latwo jednak sprawdzié, ze z L, h i g wielko$ci
wymiarze s~ utworzy¢ nie mozna po prostu dlatego, ze zadna z tych trzech wielkosci w swym
wymiarze nie zawiera sekundy, ktora jako$ nie chce si¢ pojawié¢, dochodza ktopoty z gramem
wystgpujacym w wymiarze g, ktoérego z kolei nie wiadomo, jak mozna by si¢ pozby¢ - p wigc
odrzucamy. Drgania zachodza pod wptywem sily cigzkosci, wobec tego jest dos¢
prawdopodobne, ze we wzorze na f wystapi g. Zobaczmy wiec, z L, h i g mozna skonstruowac
wielko$¢ o wymiarze s~'. Juz pare prob wskazuje, ze mozna. Jednym z wyrazen jest:

f=a.gh.
Innym

f=pNelL

Jeszcze innym

f=y\gh/L?

Wielkos$ci a, £ 1y oznaczaja tu state bezwymiarowe.

Latwo zauwazy¢, ze rdznych mozliwosci jest tu nieskonczenie wiele. Jak wigc
rozstrzygnaé, ktéra z nich jest prawdziwa? Na podstawie samej analizy wymiaréw jest to
niemozliwe 1 trzeba odwota¢ si¢ albo do do§wiadczenia, albo wykona¢ odpowiednie obliczenia.
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Jezeli chodzi o $ciste obliczenia, to sprawa wyglada beznadziejnie; ciecz bowiem nie
porusza si¢ jak cialo sztywne, kazdy punkt cieczy porusza si¢ z inna, trudna do okreslenia
predkoscia 1 bez z konieczno$ci do$¢ grubych przyblizen nie mozna si¢ obej$¢, a wzor
otrzymany przy zbyt grubych przyblizeniach nie bgdzie mial warto$ci wigkszej niz to, co
otrzymuje si¢ za pomoca analizy wymiarowe;.

Zanim odwotamy si¢ do doswiadczenia sprobujmy sobie jako$ poradzi¢ taczac analiz¢
wymiarowa z naturalnymi wyobrazeniami dotyczacymi obserwowanego zjawiska.

Wezmy pod uwagg bardzo rozlegly (nieskonczony) zbiornik z woda. Glgbokos¢ wody
niech wynosi 4. W rozpatrywanym zbiorniku moga w zasadzie rozchodzi¢ si¢ dwa rodzaje fal.
Jeden rodzaj to fale rozchodzace si¢ przy samej powierzchni zwigzane z napigciem
powierzchniowym (zmarszczki na powierzchni). Ten rodzaj fal nas nie interesuje, bo w zadaniu
chodzi o ruch cieczy zachodzacy w calej objgtosci. Drugi za$ rodzaj fal, to wilasnie fale nas
interesujace, ktérym odpowiada ruch czasteczek cieczy w calej objetosci zbiornika. Wyznaczmy
predkos¢ tych fal. Latwo zauwazy¢, ze z wielko$ci charakteryzujacych rozwazane teraz zjawisko
wielko$¢ o wymiarze predko$ci mozna utworzy¢ jedynie z /1 g i to tylko w jeden sposob:

v-a g

gdzie o jest pewna stalq bezwymiarowa.
A teraz wr6¢my do naszego zadania. To co obserwujemy w naczyniu, to po prostu fala
stojaca. Dhugo$¢ tej fali wynosi L. Dhugos¢ odpowiedniej fali biegnacej wynosi wigc 2L, predkosé

Zas
va g

Zatem czgstotliwos¢ drgan powinna by¢ rowna:

— a
=3I

f=BgL.

Inaczej mowiac

S~hiL

Tak wiec otrzymali$my pewna zaleznos$¢ i powinni$my ja sprawdzi¢ doswiadczalnie.

wezly n=2

Rys. 1.

Zanim przejdziemy do krotkiego omoéwienia strony do$wiadczalnej zwr6¢my uwage, ze
w naczyniu moze zachodzi¢ wigcej drgan. Drganie, o ktdre chodzi w zadaniu, stanowi falg stojaca
o jednym wezle. Mozliwe sa réwniez fale stojace o liczbie weziow rownej 2, 3, 4,... itd. Na
rys. 1 pokazano fale stojace o jednym i dwoch weztach. Zauwazmy, ze dlugos¢ fali biegnacej
odpowiadajace;j fali stojacej o n weztach wynosi 2L/n. Zatem dla drgan o n weztach czgstotliwos¢
Jf» powinna wyrazac si¢ wzorem
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fo ~ an+Jgh/2L

Jezeli chodzi o warto$¢ liczbowa stalej a, to niestety nie mozna jej wyznaczy¢ w prosty
sposob. Przytoczymy wigc wynik, ktdry otrzymuje si¢ przy uzyciu metod stosowanych
w mechanice osrodkow ciaglych.

Otoon: o =1

Rozwazaniom naszym mozna postawi¢ pewien zarzut. Otoz przy wyprowadzaniu wzoru na
Vv milczaco przyjelismy, ze wielko$¢ ta nie zalezy od dlugosci fali A. Nie da sig¢ tego ukry¢. To
prawda. Czy jest to zatozenie stuszne? Jezeli tak, to wzor na f jest poprawny, jezeli za$ nie, to
trzeba by dos$wiadczalnie sprawdzié¢, ktory z nieskonczenie wielu wzoré6w rozpatrywanych na
poczatku jest najlepiej spetniany, a to rzecz klopotliwa. Sprobujmy stuszno$¢ wspomnianego
zalozenia rozstrzygnaC. Jezeliby v zalezalo od % 1 A, to zawsze moglibySmy przedstawié tg
wielko$¢ w postaci pewnej funkcji 4 i stosunku 4 /A; V=V (h, h /1). Zauwazmy jednak, ze jezeli
h<<A, toh/2 = 01mamy

V=V hi)=vh0) = v(0)

Tak wigc w przypadku fal o dlugosci A znacznie przekraczajacej glebokosci zbiornika
h wyprowadzony przez nas wzoér ze spokojem mozemy stosowac. Teraz juz wszystko jest
w porzadku, tyle tylko, ze wzor na f mozna stosowac jedynie wtedy, gdy /4 << L. Jezeli za$ chodzi
o dodatkowo wyprowadzony wzor na f, to rzecz jasna mozna go stosowac dla takich n, dla ktorych
h<<L/n.

Podsumowujac rozwazania stwierdzamy, ze szukana czgstotliwos¢ fali f powinna by¢
proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z glebokosci wody % 1 odwrotnie proporcjonalna
do dtugosci zbiornika L.

Nalezy teraz wykona¢ odpowiednie doswiadczenie. W tym celu mozna skorzysta¢
z drugiego akwarium. Ze zmianami / nie ma problemu, jezeli za§ chodzi o zmiany L, to dobrze
jest zaopatrzy¢ si¢ w dodatkowa ptytke szklana o szeroko$ci nieco mniejszej niz szeroko$¢
akwarium. Na ptytke t¢ nalezy natozy¢ dookota naktadke¢ gumowa, np. z rozcigtego wzdhuz weza
gumowego. Zmiany L osiaga si¢ wkladajac ptytke prostopadle w rozne miejsca akwarium. Drgania
mozemy wzbudza¢ poprzez poruszenia plytki. Okres mozna mierzy¢ za pomoca stopera, przy
czym nalezy pamigta¢, ze dla zmniejszenia btedu nalezy mierzy¢ okres nie jednego, lecz wielu
drgan 1 bra¢ $rednia.

Poniewaz interesuja nas drgania o niewielkiej amplitudzie, a takie czasami trudno
obserwowa¢, wygodnie jest umiesci¢ w poblizu akwarium zardweczke i obserwowaé drgania
obrazu wiokna zaroweczki powstatego wskutek odbicia.

Majac wyniki pomiarow f dla réznych wartosci L 1 & robimy wykres zalezno$ci f od
\/Z/L. Okazuje sig, ze wykres ten istotnie przedstawia prosta, przy czym rozrzut punktow

doswiadczalnych jest do§¢ maty. Na marginesie tego zadania warto poruszy¢ pewien problem
og6lny dotyczacy analizy wymiarowej. Uwazny Czytelnik na pewno zwrocit uwage, ze
niektorych mianowanych wielkosci fizycznych w ogole nie uwzglednilismy w naszych
rozwazaniach, chociaz wydawaloby sig, ze moga one odgrywa¢ pewna rolg. Na przyktad nie
uwzglednilismy lepkosci. tatwo zauwazy¢, Zze z lepkoSci o wymiarze g/(cm-s), ggstosci
o wymiarze g/cm’ oraz dlugo$ci o wymiarze cm mozna utworzy¢ wielko$¢ o wymiarze s lub s™'. Czy
wigc otrzymane przez nas wnioski sg bledne? Otoéz sprawa przedstawia si¢ tak, ze wlaczenie do
rozwazan kazdej nowej wielko$ci mianowanej jest rownowazne powigkszeniu zakresu zjawisk,
ktére bierzemy pod uwagg, o te, w ktérych ta wielko$¢ odgrywa istotng roleg. Zilustrujemy to
przyktadem. Wiadomo, ze lepko$¢ powoduje dysypacje energii, a w konsekwencji thumienie
drgan. Jezeli wigc do rozwazan wlaczymy lepkosé, to bedzie to zwiazane z uwzglednieniem
w jakiej§ normie tlumienia. Tymczasem tlumienie nas nie interesuje. Interesuje nas ruch
okresowy, a wigc nietltumiony. Wprawdzie ttumienie drgan wyzszych w poczatkowym okresie
po wzbudzeniu jest wazne, ale ta faza eksperymentu ma dla nas drugorz¢dny charakter.
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Przedmiotem naszych badan sa jedynie drgania praktycznie niethumione wystepujace po pewnym
czasie od chwili wzbudzenia uktadu. Dlatego wiasnie odrzucilismy lepko$¢ zrozwazan.
Wielko$¢ o wymiarze czasu otrzymana przy uwzglednieniu lepkosci moze charakteryzowac czas
zaniku drgan, ale nie moze charakteryzowac¢ okresu drgan. Z podobnych wzgledéw nie ma w
naszych rozwazaniach stalej gazowej R, bo nie interesuja nas zmiany stanu; nie ma statej Plancka 4,
bo zjawiska o charakterze kwantowym nie odgrywaja tu roli; nie ma predkosci $wiatla ¢, bo
drgania odbywaja si¢ z niewielka predkoscia iuwzglednianie efektow relatywistycznych jest
zbedne itp.; w rozwazaniach wystepuje natomiast przyspieszenie ziemskie g, bo sila cigzkosci
jest istotnym elementem badanego zjawiska.
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