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XXI OLIMPIADA FIZYCZNA (1971/1972). Stopien I, zadanie teoretyczne — T3'

Zrédio: Komitet Gtiéwny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXI 1 XXII, WSiP, Warszawa 1975, str. 41 — 49;
Waldemar Gorzkowski: Zbior zadan z olimpiady fizycznej. WSiP, Warszawa 1987,
zad. 6.2, str. 43, 152 — 156.

Nazwa zadania:  Predkosc¢ kulki staczajacej sie z réwni pochylej
Dzialy: Mechanika, dynamika

Stowa kluczowe: tarcie statyczne, kinetyczne, potoczyste, poslizgowe, wspétczynnik, pred-
kos¢ liniowa, katowa, ruch postgpowy, obrotowy, predkos¢, przyspiesze-
nie, sita, Il zasada dynamiki, moment bezwtadnosci, kula, rownia pochyta

Zadanie III teoretyczne — T3, zawody I stopnia, XXI OF

Na wierzchotku réwni o wysoko$ci /2 znajduje si¢ kulka. Poczatkowe predkosci kulki (liniowa
1 katowa) sg rowne zeru. Wspdtczynnik tarcia posuwistego (statycznego i kinetycznego) kulki

o rowni¢ wynosi f :7. Wspdtczynnik tarcia potoczystego kulki o réwni¢ réwny jest zeru.

W pewnej chwili puszczamy kulke. Jak koncowa predkos¢ liniowa kulki v (tj. predkos¢ srodka
kulki w chwili, gdy mija ona najnizszy punkt réwni) zalezy od kata nachylenia réwni &? Zréb
szkic wykresu funkcji v( ).

Rozwiazanie

Wprowadzmy oznaczenia:

T - sila tarcia (statycznego lub poslizgowego) miedzy kulkg a réwnig,

— sita nacisku miedzy réwnig a kulka,

— predkos¢ liniowa srodka kulki,

— przyspieszenie srodka kulki,

predkos¢ katowa kulki,

— przyspieszenie katowe ruchu obrotowego kulki,

— moment bezwtadnosci kulki wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek,
— masa kulki,

X I ~m g e =
[

promien kulki.

! Poréwnaj zadania o podobnej tematyce z olimpiad: XX OF; st. II — zad. teoretyczne T1: Ruch kulki na réwni bez
poslizgu; XXII OF, st. II — zad. do$wiadczalne: Wyznaczanie wspotczynnika tarcia kulki stalowej o szkto;

VI Migdzynarodowa Olimpiada Fizyczna — zad. T1: Ruch walcow staczajgcych sie z rowni; XXIV OF, st. II — zad.
do$w. D2 — dodatkowe: Wyznaczanie wspotczynnika tarcia posuwistego rurki o rownig; XXVII OF, st. I — zad.
T1: Ruch kulki z réwni pochylej z uwzglednieniem tarcia potoczystego i posuwistego; XXVII OF, st. III — zad. T2:
Opis ruchu kulki po poziomym stole 7 uwzglednieniem tarcia posuwistego i potoczystego; XXX OF, st. I — zad. T4:
Analiza ruchu z rowni pochyltej kulki z tarciem tocznym; XXXI OF; st. wstepny — zad. do§w. D1: Wyznaczanie
wspotczynnika statycznego tarcia potoczystego stali o szkto; LXV OF, st. I — zad. do$w.: Wyznaczanie wspot-
czynnika tarcia tocznego kulki stalowej o gume oraz momentu bezwtadnosci kulki.
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Rys. 1. Zaznaczono sily dziatajace na kulke znajdujaca si¢ na réwni pochytej. Dwie sity przylozone do
srodka kulki: ciezar kulki o wartoéci mg 1 sile sprezystosci réwni prostopadla do niej, skierowang ku
gbrze o wartosci mgcos a (tj. site reakcji na site nacisku N kulki na podtoze o wartosci N = mgcosa, nie
zaznaczonej na rys.). Wypadkowa tych dwoch sit jest sila zsuwajacg réwnoleglta do réwni skierowana
w dot réwni o wartosci mgsina. Trzecig silg dziatajaca na kulke jest sita tarcia posuwistego 7' przylo-
zona do punktu stycznosci kulki z podtozem réwni i skierowana wzdtuz réwni ku gorze.

Przystepujac do rozwigzania tego zadania nalezy u$wiadomi¢ sobie ze moga tu,
w zaleznosci od wartosci kata «, wystgpi¢ dwa zasadniczo rézne przypadki: ruchu
z poslizgiem i ruchu bez poslizgu. Postarajmy si¢ zrozumie¢ najpierw pogladowo, dlaczego
tak musi by¢. Zacznijmy od réwni nachylonej pod bardzo malym katem. Gdyby nie bylo
tarcia to sktadowa sity ciezkosci, rownolegta do rowni nadataby kulce przyspieszenie gsina.
Kulka poruszataby si¢ ruchem postgpowym, nie obracajac si¢. Innymi stowy natychmiast po
zwolnieniu kulki pojawitaby si¢ wolno rosngca predkos¢ poslizgu. Jesli jednak tarcie wyste-
puje, to sytuacja taka jest niemozliwa, gdyz natychmiast po rozpoczeciu ruchu pojawitaby
si¢ duza sita tarcia mgfcosa, wigksza od sity mgsina (przy dostatecznie matym kacie a)
i przeciwnie do niej skierowana. Wypadkowa sity tarcia i sitly mgsina bylaby skierowana
przeciwnie do przyspieszenia, co jest jawnie sprzeczne z II zasadga dynamiki Newtona. Dla
dostatecznie matych katéw a, w ruchu bez predkosci poczatkowej, nie moze wigc wystepo-
wac poslizg, lecz jedynie toczenie, w czasie ktorego predkos¢ punktu stycznosci kuli wzgle-
dem réwni wynosi zero. Jesli nie ma poslizgu, to tarcie jest tarciem statycznym, a jak wiemy
sifa tarcia statycznego nie jest okreSlona jednoznacznie przez sit¢ nacisku i wspdtczynnik
tarcia — ich iloczyn wyznacza tylko maksymalng mozliwg sit¢ tarcia. Czy mozna wyznaczy¢
ruch, skoro dziata na cialo sita o nieustalonej wartosci? Mozna, jesli posiadamy dodatkowe
wiadomosci o ruchu. W naszym, przypadku bedzie to warunek kinematyczny moéwiacy, ze
gdy T < fN, wtedy predkos¢ poslizgu réwna v — wR = 0. Warunek toczenia bez poslizgu nie
tylko pozwoli wyznaczy¢ ruch, ale i sit¢ tarcia potrzebng do tego, by ruch rzeczywiscie spel-
nial ten warunek.

Wyobrazmy sobie teraz, ze powtarzamy spuszczanie kulki po rowni zwigkszajac stale
kat nachylenia. Przekonamy sie¢, ze ze wzrostem kata nachylenia rosta tez bedzie wartos¢
sily tarcia T niezbedna do zapewnienia staczania bez poslizgu. Dla pewnego kata osiggnie-
my takg warto$¢ sity 7, ktéra réwna jest fN. Przy dalszym zwigkszaniu kata « sita T nie moze
juz rosng¢, gdyz osiggneta swa wartos¢ maksymalng. Musi wystapi¢ poslizg i nie bedziemy
mogli korzysta¢ z réwnania U = o R, a jedynie z nieréwnosci UV — w R > 0 wyznaczajacej kieru-
nek sily tarcia ,,pod gére”, a wiec hamujacej ruch. Znéw powstaje problem, bo gubimy jedno
rOwnanie. Ale natychmiast zyskujemy drugie! Skoro kula toczy si¢ z poslizgiem, to sita tar-
cia jest wyznaczona przez nacisk: 7 = fN, a wigc zndw bedziemy mieli ilo§¢ rownan wy-
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starczajacg do wyznaczenia ruchu. Po tej wyczerpujacej analizie mozemy przystgpi¢ do ob-
liczen.
1. Toczenie bez poslizgu.

Prawo dynamiki dla ruchu postepowego:

ma = mgsina—T. (D)
Prawo dynamiki dla ruchu obrotowego:
le =TR. (2)
Brak poslizgu:
v=wR = a=¢€R. 3
Nieréwnos¢ tarcia statycznego:
T <fmgcosa. 4)

Z réwnan (1), (2) 1 (3) mozemy wyznaczy€ trzy wielkosci: a, T i & W tym celu z réwnan (2)
i (3) znajdujemy najpierw zwigzek
la

ktéry wstawiamy do (1), otrzymujac
) 1
ma = mg sina — R‘; ; ©)
stad
ino .
_ms s1nI = 7 gsina, O
m+—-  l+—
R mR
a po wstawieniu rozwigzania do (5)
1 .
T :—R2 mg s . (8)
1+

Przekonujemy sig, ze istotnie 7 ro$nie wraz z katem «. Tarcie maksymalne zostaje osiagni¢te
dla kata &, spelniajagcego rOwnanie

1 .
T =————— mgsing, = fimg cosq,, ©
1+

2
ted, :f(1+mf J

Rozwigzanie dane wzorem (7) obowigzuje wiec dla katéw « spetniajacych warunek

a < arctef (1 + mf ] (10)

Dla tych wartosci katow mozemy bez klopotu obliczy¢ w elementarny sposéb koncowg pred-
kos$¢ kulki. Poniewaz dtugo$¢ rowni wynosi A/sin, a przyspieszenie dane jest wzorem (7). To
ze zwiazku

— =3a,
2

stusznego ogdlnie w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej, dostaje-
my:
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h gsina  2gh

' I I
SmO{1+ 5 1+ 5
mR mR

vi=2 dla o< a,. an

Zauwazmy, ze w przypadku toczenia bez poslizgu predkos¢ punktu, do ktérego przyto-
zona jest sita tarcia, wynosi zero — silg tarcia nie wykonuje zatem pracy i1 do wyznaczenia
predkosci koncowej moglibysSmy skorzysta¢ z zasady zachowania energii mechanicznej.
Uwzglednienie energii ruchu obrotowego prowadzi wlasnie do charakterystycznego czyn-

nika 1+% we wzorze (11), ktéry poza tym jest podobny do wzoru dla spadku swobod-
m

nego v’ =2gh.

2. Toczenie z poslizgiem.
Roéwnania (1) 1 (2) nie ulegaja oczywiscie zmianie. Zamiast rOwnania (3) 1 nierownosci (4)
mamy w tym przypadku

vV—awR >0, (12)
T =fmgcos . (13)

Podstawiajac teraz znang site 7' ze wzoru (13) do rownan (1) i (2) dostajemy natychmiast:
a=gsina—fgcosa (14)

o= fmgRcosa

i ; (15)

a wigc zaréwno ruch postepowy, jak i obrotowy sg jednostajnie przyspieszone. Mozemy wy-
znaczy¢ predkosci — liniowa 1 katowa dla dowolnego czasu ¢:

v=t(gsina - fgcosar),

JfmgRcos«
—

w=t

Wstawiajac znalezione rozwigzania do nieréwnosci (12) dostajemy po skréceniu przez ¢

fmgRcosa

gsina — fgcosa > R

lub po uproszczeniu

2
tga>f(l+@j. (16)

Oczekiwalismy na podstawie dyskusji jakosciowej, ze warunek na toczenie z poslizgiem be-
dzie przeciwny do warunku na toczenie bez poslizgu, ale nie zaszkodzito si¢ o tym przeko-
na¢. Obliczenie predkosci koncowej nie nastreczy takze teraz zadnych ktopotéw skoro znamy
przyspieszenie i przebyta odlegtosc.

2 2hg

== (sina— fcosa)=2hg (1- fetger)  dla a < a,. (17)
SInx

Aby zrobi¢ szkic wykresu, musimy podstawi¢ warto$¢ momentu bezwtadnosci. W zadaniu tego
typu uczen moze skorzysta¢ ze znanego wzoru na moment bezwladnosci kuli bez wyprowa-

dzenia. Podstawiajac I = %MR2 oraz wartos$¢ f :% do wzoréw (9), (11) 1 (17) dostajemy:
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2| 1 .
tgao :7 1+§ :1:>(ZO =45°,
5
v? =§gh dla a <45°, (18)
2 2 /
v =2gh1-—etga|  dla a>45° (18)

Nietrudno przekona¢ sie, ze wzory (18) i (18" przedstawiaja funkcje ciagla. Istotnie, przecho-
dzac w drugim wzorze do granicy a — 45° dostajemy:

. 2 1
Iim 2gh(1 ——ctgaj = —Ogh ,
a—45° 7 7

a wiec tyle samo, ile daje wzor (18) obowigzujacy dla & < 45°. Mimo cigglosci, na wykresie
bedzie charakterystyczne zatamanie, gdyz cze$¢ wykresu jest oczywiscie odcinkiem réwnole-

1
glym do osi @, a cz¢$¢ funkcjg rosnacg od wartosci 70 gh dla a=45°, do wartosci +/2gh

dla & = 90°. Szkic wykresu przedstawia rys. 2

Mogtoby si¢ na pierwszy rzut oka wydawac, ze wynik jest sprzeczny z zasadg zachowania
energii. Przeciez dla wszystkich katéw a wysokos¢ h, a wigc 1 zmiana energii potencjalnej, jest
ta sama. Dla ar< 45° zadna cze¢$¢€ tej energii nie rozprasza si¢ na ciepto (sita tarcia nie wykonu-
je pracy, gdy nie ma poslizgu), a mimo to koncowa predkos¢ jest mniejsza dla matych katow
niz dla katéw, przy ktérych na pewno czes¢ energii mgh zamienia si¢ na ciepto! Pamigta¢ mu-
simy jednak jeszcze o energii ruchu obrotowego. Dla katéw ar< 45° jest ona statym utamkiem
energii ruchu postgpowego, a dla katéw wigkszych zaczyna szybko male¢. Jej ubytek jest
wiekszy, niz wzrost energii kinetycznej ruchu postepowego, a wiec wydzielajace si¢ cieplo jest
dodatnie, o czym mozna przekona¢ si¢ stosujagc wprowadzone wzory. Nie bedziemy juz tego
robi¢, sprawdzimy jedynie spogladajac na wzor (18), ze dla o= 90°, kiedy zniknie nacisk (kula
spada po prostu obok pionowej deski), czyli kiedy znika i tarcie i ruch obrotowy, wtedy energia
kinetyczna ruchu postepowego rowna si¢ po prostu mgh.
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| —>
45° 90 o

Rys.2. Wykres zaleznoS$ci predkosci v kulki puszczanej z réwni pochylej z wysokoS$ci 4 w zaleznosci
od kata nachylenia & réwni do poziomu. Wspdlczynnik tarcia posuwistego (statycznego i kinetycznego)
kulki o réwni¢ wynosi f = 2/7. Wspébtczynnik tarcia potoczystego kulki o réwnig¢ réwny jest zeru.

Dodatek — moment bezwladnosci kuli

Przedstawimy tu dowcipny sposob znalezienia wzoru na moment bezwladnosci kuli nie
odwotujgc si¢ do catkowania, a jedynie korzystajac z podstawowej definicji momentu bez-
wtadnosci jako odpowiedniej sumy obejmujgcej wszystkie punkty materialne, na jakie faktycz-
nie lub w wyobrazni podzieli¢ mozemy brylg:

1 =Z:miri2 (19)

oraz z pewnych argumentéw symetrii.
Ze wzoru (19) jasno wynika, ze moment bezwtadnosci kuli musi by¢ proporcjonalny do jej
catkowitej masy 1 kwadratu promienia

I = yMR®. (20)

Celem obliczen jest ustalenie wartosci wspotczynnika liczbowego y. Aby to zrobi¢, obliczmy
najpierw moment bezwladnosci bardzo cienkiej powtoki kulistej o masie m i promieniu R.
Wprowadzajac uktad wspoétrzednych prostokatnych z osig Oz skierowang wzdtuz osi obrotu,
mozemy moment tej powloki /, zapisa¢ w postaci:

L= mr? =Y m(x+y?). 1)

gdzie x; oraz y; sa wspétrzednymi i-tego punktu. Fakt, ze x +y’ =r’, jest jeszcze jednym
zastosowaniem prawa Pitagorasa. Jesli chwilke pomyslimy, to natychmiast zrozumiemy, ze ze
wzgledu na symetri¢ powtoki kulistej, to znaczy ze wzgledu na geometryczne rOwnouprawnie-
nie wszystkich trzech osi, musi by¢ spetniona nastepujgca réwnos¢:

Zmixf :Z:miyi2 :Z:mizi2 . (22)

Oznaczmy wspodlng wartos$¢ tych sum literg A. Mamy:

3>A=Zmixi2 +Z:miyi2 +Zmizi2 =Zmi (xiz +y7 + Zf), (23)

Oprac: T.M.Molenda, IF US, 2015 www.dydaktyka.fizyka.szc.pl

~6/7 -



210F_1_T3 KO OF Szczecin: www.of.szc.pl

ale x’ +y? +z} = R* dla wszystkich punktéw powloki! Zatem:

3A=R*Y m, =mR”,
skad
Azngz. (24)

Wracajac do wzoru (21) mamy
I, = Z:mixi2 +Z:miyi2 =2A,

I = %mRz. (25)

czyli

Znajac ten wzor bedziemy mogli wyznaczy¢ y we wzorze (20).
Rozpatrzmy w tym celu powtoke kulistg o skoniczonej grubosci € i zewnetrznym promieniu R.
Jezeli jest ona wykonana z materiatu o gestosci p, to jej masa wynosi:

m:E Rz—%n(R—e)B}p, (26)

a moment bezwtadnosci rowny jest r6znicy momentu bezwtadnosci kuli o promieniu R i kuli
o promieniu R — &, z ktérych kazdg wykonano z materialu o tej samej gestosci co powtoke.
Korzystajac ze wzoru (20) znajdujemy moment bezwladnosci dla naszej powtoki (oznaczamy
go symbolem [, (€)):

I(e)= Wgnmez - Wgn(ze _e)(R-¢) = gw[Rs ~(R-e)]. 27)
Korzystajac z (26), wyeliminujmy z powyzszego wzoru gestos¢ materiatu p
R —(R-¢)
I &)=ym——F—=
p(e)=7 R —(R-¢)

m’g[R4 +R(R-¢£)+R*(R—¢) +R(R-¢) +(R—€)4],

=7 e|R> + R(R—¢&)+(R-£)’ 9

W otrzymanym wzorze mozemy przej$¢ do granicy z € — 0, dostaniemy wtedy moment bez-
wtadnosci powloki o zerowej grubosci. Moment ten juz obliczyliSmy wcze$niej. Poréwnujac
wzOr (25) z granicg, do ktorej dazy prawa strona wzoru (28), dostajemy:

4 3(p— 2p o)\ Rt Ry
sz2=lim7mR +R(R—&)+R*(R—¢)’ +R(R 2g) +(R-¢) |
3 £-0 R2+R(R—€)+(R_g)

Obliczenie granicy jest wyjatkowo proste, gdyz polega po prostu na podstawieniu € =0. Do-
stajemy:

2, 5R*
—mR” =ym—-,
3 YT
czyli
2
==, 29
V=5 (29)

Ostatecznie udowodniliSmy, ze moment bezwladnosci kuli wyraza si¢ wzorem

2
I ==MR?.
5
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