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XX OLIMPIADA FIZYCZNA (1970/1971). Stopien I, zadanie teoretyczne — T2
Zrédto: Komitet Glowny Olimpiady Fizycznej;
Waldemar Gorzkowski: Olimpiady fizyczne XIX 1 XX. WSiP, Warszawa 1974.
Nazwa zadania:  Analogia mechaniczno—elektryczna
Dzialy: Elektrycznos¢, mechanika

Stowa kluczowe: Sita, natezenie pradu, okres drgan, opor, prawa Kirchhoffa, tadunek, sita
elektromotoryczna, pojemno$¢ kondensatora, indukcja, indukcyjnosc,
ogniwo, obwod elektryczny, cewka

Zadanie teoretyczne — T2, zawody I stopnia, XX OF.

Jezeli sita jest funkcja potozenia, to z matematycznego punktu widzenia II prawo dynami-
ki Newtona ustala zwigzek miedzy chwilowa szybkos$cig zmian szybkosci zmian (drugg po-
chodng) potozenia, czyli przyspieszeniem, a potozeniem.

Jezeli dla jakiego$ problemu mechanicznego znamy ten zwiazek oraz wszystkie wlasnosci
ruchu, to mozemy te wiadomos$ci wykorzysta¢ do rozwigzania innego problemu, niekoniecz-
nie z mechaniki.

Rozpatrzmy obwdd ztozony z kondensatora o pojemnosci C, zawierajagcego w chwili po-
czatkowej fadunek Q. Kondensator zwieramy cewka o wspotczynniku samoindukcji L. Chwi-
lowa warto$¢ natezenia tatwo mozna powigza¢ z szybkoscig zmian tadunku Q na okladce
kondensatora. Z kolei sita elektromotoryczna samoindukcji w prosty sposob wyraza si¢ przez
szybko$¢ zmian natezenia pradu (czyli przez szybkos¢ zmian Q). Jezeli wyrazi¢ napigcie na
kondensatorze przez Q i skorzysta¢ z odpowiedniego prawa Kirchhoffa dla obwodu,
w ktorym nie ma oporow omowych, to otrzymamy zwigzek mig¢dzy ,,przyspieszeniem” ta-
dunku a samym tadunkiem. Korzystajac teraz ze znanych wiadomos$ci z mechaniki odpo-
wiedz na nastgpujace pytania:

a) wedlug jakiego prawa natezenie pradu zalezy od czasu?
b) ile wynosi okres drgan?
c¢) jaka jest maksymalna warto$¢ nat¢zenia pradu?

d) czy mozna ustali¢ analogi¢ migedzy oporem R (gdyby taki doda¢ do obwodu szeregowo
z L) a pewng dodatkowa sita (jaka) w odpowiednim problemie mechanicznym?

e) czy mozna tg metoda rozwigza¢ problem zalezno$ci natezenia pradu od czasu w obwodzie

ztozonym z ogniwa o statej sile elektromotorycznej £ i znikomym oporze wewngtrznym,
zwartego cewka o samoindukcji.

Rozwiazanie

WezZmy pod uwage obwod elektryczny pokazany na rysunku la. Niech g oraz i oznaczaja
odpowiednio tadunek na kondensatorze i natezenie pradu w obwodzie w chwilit=0,a Q1/-
to samo w chwili 7.
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W uktadzie nie ma sity elektromotorycznej. Zatem zgodnie z II prawem Kirchhoffa suma
spadkéw napie¢ na kondensatorze i cewce musi réwnac si¢ zero:

dl 1
L—+—0=0,
dt CQ
ale
[:d_Q
dt
zatem
d’0 1
L =—0. 1
dr? CQ M

Otrzymana zalezno$¢ jest rOwnaniem rézniczkowym, ktore przy danych L i C mozna rozwig-
za¢ i wyznaczy¢ funkcje Q(t), czyli okresli¢, jak tadunek na kondensatorze zmienia si¢ w cza-
sie.

Widzimy, ze ,,przyspieszenie” tfadunku, czyli jego druga pochodna, jest proporcjonalne do
samego tadunku. Z podobng sytuacjg zetkneliSmy si¢ juz w mechanice przy omawianiu ruchu
harmonicznego. Podczas takiego ruchu druga pochodna wychylenia od potozenia rownowagi
(a wiec zwykle przyspieszenie) jest proporcjonalna do wychylenia. Na przykiad dla ciezarka
(rys. 1b) o masie m przymocowanego do unieruchomionej z jednego konca niewazkiej spre-
zyny o statej sprezystosci &, lezacej na poziomym gladkim stole, mamy

ma=-kx,

N
a oznacza tu przyspieszenie ci¢zarka, a X — jego wychylenie od potozenia rownowagi. We

5
wzorze tym po prawej stronie mamy znak —. Oznacza on, ze przyspieszenia a 1 wychylenie
N

: . dx . .
X s3 zwrocone w przeciwne strony. Uwzgledniajac, ze v :E (v — predkos$¢ cigzarka) 1 ze
V . -y
a= a mozemy napisac

d’x B

m?——kx. (2)

Zalezno$¢ ta jest rownaniem rézniczkowym, z ktérym przy danych m 1 kK mozna wyznaczy¢
funkcje x(7), czyli zalezno$¢ wychylenia od czasu.
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Roéwnania (1) 1 (2) — jezeli nie bra¢ pod uwage inny nazw poszczegolnych parametréw
— sg takie same. Jezeli wigc wezmiemy rozwigzanie jednego z nich i1 zamienimy oznaczenia
na takie, jakie wystepuja w drugim, to otrzymamy rozwigzanie drugiego z tych réwnan.
Oczywiscie musi tak by¢, gdyz proces rozwigzywania roéwnania nie zalezy od tego, jakimi
literkami oznaczone sg rézne parametry. Ustalmy teraz odpowiednio$¢ migdzy wielko$ciami
wchodzacymi do rozpatrywanych rownan. Jak wida¢, masie m mozemy przyporzadkowaé
wspotczynniki samoindukeji L, stalej sprezystosci £ — odwrotnos¢ 1/C, a wychyleniu x — ta-
dunek Q.

Po6jdzmy jeszcze dalej i zobaczmy, jakie s odpowiedniki innych wielko$ci mecha-
nicznych, nie wystgpujace bezposrednio w rownaniu (2).

Predkos¢ okreslamy jako pochodna wychylenia:

dx

V=—o.
dt

W uktadzie elektrycznym x przechodzi w Q, a f nie zmienia si¢. Zatem

dr — d—Q:I.

v=—
dr ds

Widzimy, ze elektrycznym odpowiednikiem predkosci jest natezenie pradu 1.
Energia kinetyczna cigzarka réwna jest

1
Ek ZEmV .

Korzystajac z tego, ze mamy m — L 1 V— I mozemy napisac

E, v — e =E,.
2 2

Jak wida¢, energii kinetycznej cigzarka odpowiada energia zgromadzona przez cewke, przez
ktora ptynie prad.
Dla energii potencjalnej napigtej sprezyny
E = lkx2
2

p

mamy podobnie

Zatem energii potencjalnej odpowiada energia kondensatora, na ktérym zgromadzono tadu-
nek

Analogii takich mozna by wypisa¢ znacznie wigcej. Na razie jednak wystarczy nam
to, co wyzej przytoczyliSmy.

Zajmijmy si¢ teraz rownaniem (2). Powiedzieli$my, Ze jest to rOwnanie rozniczkowe.
W szkole nie rozwigzujecie takich réwnan, jednak rozwigzanie akurat tego réwnania roznicz-
kowego tatwo wypisac, gdyz zaleznos$¢ x(¢) w ruchu harmonicznym, tj. zalezno$¢ wychylenia
cigzarka od czasu jest znana. Wiadomo przeciez, ze wychylenie ci¢zarka zmienia si¢ jak
funkcja sinus:

(2
x(t) =X, sm(%t + (poj .
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We wzorze tym x, oznacza najwigksza warto§¢ wychylenia, czyli amplitude. 7 — okres ru-
chu, a ¢, — fazg poczatkowa, czyli warto§¢ argumentu funkcji sinus w chwili £ = 0. (Oczywi-
scie @, zalezy, od ktérego momentu zaczynamy liczy¢ czas.) Zazwyczaj aby unikna¢ postaci

.2 . 2 . .
utamkowej 775 wprowadza si¢ wielko$¢ @ rowng 77: Mozemy wiec napisaé

x() = xosin(wt + @,). 3)

W rozwigzaniu zadania o windzie z zawodow drugiego stopnia poprzedniej Olimpiady Fi-
zycznej udowodnili$my, ze dla ciezarka drgajacego na spr¢zynie mamy:

T=2n\/E
k

Jak zmienia si¢ predkos¢ cigzarka? Skorzystajmy z okreslenia predkosci:

dx
V=—o.
dt

Biorac za x nasze wyrazenie na x(f) otrzymujemy:
V(1) = xpwcos(wt + ¢,).

Predkos¢ ma najwicksza warto$¢ bezwzgledna V.., wtedy, gdy cosinus rowna si¢ £1. (za-
uwazmy, ze wtedy x = 0.)
Mamy wigc

Vinax = Xo®.

Skorzystajmy teraz z ustalonej poprzednio odpowiednio$ci i zobaczmy, w co przejda
nasze wyrazenia po przejsciu od uktadu mechanicznego (rys. 1a), czyli po zastapieniu wiel-
kosci mechanicznych odpowiednimi wielko$ciami elektrycznymi.

Latwo zauwazy¢, ze Q — analogicznie jak x — musi zmienia¢ si¢ sinusoidalnie wedlug
wzoru

Q1) = Qosin(t + @),

) 21 o . 2 .
gdzie o= T |Q0| oznacza oczywiscie najwicksza warto$¢ fadunku na kondensatorze. Jakie

) . . | R
sagterazw 1 T? Poniewaz m — L, a k—>E,w1f;c:

k 1
0=—>—

m AL ’

T=2n % S on/LC .

Natezenie pradu mozemy wyznaczy¢ dwoma sposobami. Mozemy obliczy¢ pochodng Q(7)
po czasie lub skorzysta¢ z zaleznosci Vv od ¢ dla uktadu mechanicznego i zastapi¢ w niej wiel-
ko$ci mechaniczne ich odpowiednikami elektrycznymi. Oczywiscie w obu wypadkach otrzy-
mujemy to samo, a mianowicie:
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I(t)= Qoa)cos[z—;t+(p0j,
gdzie
T=2nJLC.

Najwicksza warto$¢ natezenia pradu w obwodzie wynosi wigc

1
Imax = |Q0|a):|QO|ﬁ

Jak widzimy, w obwodzie wystepuja drgania sinusoidalne, przy czym fazy drgan Q oraz [ sa
przesuni¢te wzgledem siebie o ©/2, co oznacza, ze gdy Q = 0, to / ma warto$¢ maksymalng
1 odwrotnie.

Parg stow nalezy poswigci¢ wielkoSciom Q, i ¢, wystepujacym we wzorze na Q(f).

Lawo stwierdzi¢, Zze niezaleznie od tego, jakie sa warto$ci tych parametrow, jezeli @ = %,
to O(t) spetnia rownanie (1). Tak wiec, w zasadzie Q(¢) nie jest jedna funkcja, lecz caltym
zespotem funkcji, z ktorych kazda opowiada jakims konkretnym warto§ciom Q, 1 @,. Wszyst-
kie te funkcje sg rozwigzaniami rownania (1). Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze co$ tu nie
jest w porzadku. Przeciez, jezeli mamy jaki$ konkretny uktad, to nalezaloby sadzi¢, ze istnieje
tylko jedna funkcja Q(¢) opisujaca zalezno$¢ tadunku Q od czasu. Otdz nie jest to prawda.
W danym uktadzie moga zachodzi¢ rézne drgania roéznigce si¢ np. amplitudg zmian tadunku.
Jasne jest, ze dwa drgania o rdznej amplitudzie nie moga odpowiada¢ takiej samej zaleznosci
O(t). Aby wyznaczy¢ konkretng funkcje Q(¢), czyli aby okresli¢ wartos¢ Q, i ¢, dla danego
uktadu, musimy o tym uktadzie wiedzie¢ nieco wigcej niz tylko to, jak poszczegdlne elemen-
ty sa ze sobg potaczone. W naszym wypadku oprocz samego schematu uktadu do wyznacze-
nia O, 1 @, musimy zna¢ np. wielko§¢ tadunku na kondensatorze oraz natezenie pradu w ob-
wodzie w chwili 7= 0. Sa to tzw. wartosci poczatkowe. Znajomo$¢ warunkow poczatkowych
pozwala z calej rodziny funkcji Q(#) wybrac¢ t¢ konkretng funkcje, ktora odpowiada naszemu
przypadkowi.

Uktad opisany w teks$cie zadania charakteryzuje si¢ nastepujacymi warunkami poczat-
kowymi:

0(0)=g¢g

1(0)=0

Druga réwno$¢ oznacza, ze w chwili przytaczenia cewki do kondensatora (# = 0), nat¢zenie
pradu rowna si¢ zeru. Mamy wiec

1
0 sin(—0+ qu,
0 /LC ¢0
0 Lcos ;0+ =0
OLC /LC Q)O

Z rownan tych mozemy wyznaczy¢ O, 1 ¢,. Po krotkich obliczeniach otrzymujemy:

Zatem w rozpatrywanym przez nas ukladzie przy warunkach poczatkowych takich, jak
w tek$cie zadania, Q i/ zmieniaja si¢ wedlug wzorow
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0)=gsi 11+ |

RIS

czyli

Q(t)= q cos \/z_c ,

q . t
It)=——=sin—.
2 NLC  WLC
Najwigkszymi wartosciami bezwzglednymi Q oraz / s odpowiednio |q| oraz |q| / v LC . Okres

zmian Q oraz  wynosi T = 2nLC .

W ten sposdb otrzymaliSmy odpowiedZ na pierwsze trzy pytania.

Aby znalez¢ odpowiedz na pytanie d, rozpatrzmy obwod z rysunku 2. Na podstawie 11
prawa Kirchhoffa suma spadkow napi¢¢ na poszczegolnych elementach obwodu musi rownaé
sie zeru, gdyz obwod nie zawiera zadnej sity elektromotorycznej. Zatem

L a + Q +RI =0,
dt C
czyli

=——0-R—=.

o 1 do
L=—%-—=
@ dt

Mechanicznym odpowiednikiem tej zalezno$ci jest:

d*x

m—--=—kx—y—,
dr’ "t
-
v
czyli
ma=—-kx—yV.

Widzimy, ze spadek napigcia na oporze R tj. R ( ci,—?j odpowiada sile hamujacej (thumigcej)

ruch, proporcjonalnej do predkosci (y V).

Zostal nam jeszcze jeden punkt do rozwigzania. Chcemy znalez¢ zalezno$¢ natgzenia pra-
du od czasu w obwodzie ztozonym z ogniwa o stalej sile elektromotorycznej i zerowym opo-
rze wewnetrznym oraz cewki o samoindukeji L. Obwdd taki jest pokazany na rysunku 3.

ﬁ 8
Q
[ A R v/
L L
Rys. 2 Rys. 3
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Z 11 prawa Kirchhoffa dla tego obwodu mamy:
1Y_g,
dt

co oznacza, ze spadek napigcia na cewce musi rownac si¢ sile elektromotorycznej. Rownanie
to mozna napisa¢ w postaci:

2
L80_g
dt

(4)

Mechanicznym odpowiednikiem lewej strony tego rownania jest
e
dr*’
czyli
ma.
Z mechaniki wiemy, ze ma rowna si¢ sile F' dziatajacej na punkt masie m, nadajgcej mu

przyspieszenie a. Zatem mechanicznym odpowiednikiem statej sity elektromotorycznej jest
sita F. Odpowiednikiem rownania (4) jest wigc rownanie

ma=F (= const).
Roéwnanie to opisuje ruch punktu materialnego o masie m pod dzialaniem stalej sity /. Punkt
ten porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem a =—. Jak wiemy,

m
predkos¢ w ruchu jednostajnie zmiennym zalezy od czasu wedtug wzoru:

F
V() =V, +at=V,+—t.
m

Wrocémy teraz do wielkos$ci elektrycznych. Korzystajac z odpowiednio$ci

V> 1,
F—- &,

m— L,
otrzymujemy:

&
I(t)210+zt.

W ten sposob otrzymaliSmy odpowiedZ na ostatnie pytanie. Widzimy, Ze nat¢zenie pradu
zmienia si¢ jednostajnie wraz z czasem. [y oznacza nat¢zenie pradu w obwodzie w chwili
t=0.

Przy okazji warto wspomnie¢ jeszcze o zachowaniu energii. Uktad z rysunku 1b jest
uktadem izolowanym. W ukladzie takim energia catkowita, rowna sumie energii kinetycznej
1 potencjalnej, musi by¢ caty czas stata:

lm2V+lkx2 = const .
2 2

Dla uktadu elektrycznego z rys. 1a oznacza to, ze wielko$§¢
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2
Lip 2
2 2C
roéwniez musi by¢ stata. Fakt ten wykorzystamy w zadaniu o neondéwce z zawodow trzeciego
stopnia tej Olimpiady.
Roéwnanie (1) mozemy obustronnie pomnozy¢ przez dowolng stala, co wigcej stalg te
d’f(x) _d’Bf(x)
e A
Tak wigc rdGwnanie to mozemy napisa¢ w bardzo wielu roznych postaciach, np. tak:

mozemy wiaczy¢ pod znak drugiej pochodnej, gdyz jak wiadomo A

d’Q 1
NPT A
d’(co)_ 1

¢Lo) 1
VL= 55 Cvi(JZQL

a ogo6lnie

1 PO

(24
i _E(’BQ)’

gdzie o 1 f sa dowolnymi statymi ré6znymi od zera.
Korzystajac z pierwszego z podanych tu przyktadéw oraz rownania (2) mogliby$my tu
ustali¢ ,,inng” analogie¢ elektryczno-mechaniczna:

m<«C,
x>0,

k<—>l.
L

Analogi¢ t¢ mozna by rozwina¢ dalej i wyznaczy¢ odpowiednik innych wielko$ci, ktore nie
wystepuja bezposrednio w naszych réwnaniach. Oczywiscie wnioski fizyczne, ktore otrzyma-
liby$my stosujac powyzsza analogie¢, byly by takie same jak poprzednio, co Czytelnik moze
sam sprawdzi¢. Z tego wzgledu stowo ,,inng” wzieliSmy w cudzystow.

Jasne jest, ze ,,r6znych” analogii mi¢dzy naszymi uktadami mozna ustali¢ nieskoncze-
nie wiele, gdyz state o 1 f moga by¢ zupetlnie dowolne. Jednakze wszystkie te analogie pro-
wadza do identycznych wnioskéw fizycznych. Mozna to do$¢ prosto udowodni¢, ale nie be-
dziemy tego robili, aby zbytnio nie odbiega¢ od tematu.

Warto jeszcze wspomnie¢, ze niektore z analogii, a w szczegolnosci analogia, ktora
omawiali$my na poczatku, maja te wlasno$¢, ze odpowiednikami energii potencjalnej
1 kinetycznej sg energia natadowanego kondensatora 1 energia cewki z pradem, a nie wielko-
$ci do nich proporcjonalne, jak w pozostalych analogiach. Fakt ten upraszcza wiele rozwazan
w przypadkach, gdy energia elektryczna zamienia si¢ na mechaniczng lub odwrotnie. Migdzy
innymi z tego wzgledu przy omawianiu analogii mechaniczno-elektrycznych w podreczni-
kach zwykle wymienia si¢ tylko te, ktorg omawialiSmy na poczatku, otrzymang przez poréw-
nanie wspolczynnikdw w nieprzeksztatconych rownaniach wynikajacych wprost z praw fi-
zycznych.
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Zadanie powyzsze jest ilustracjg bardzo prostej i oczywistej zasady, ktorg chyba zbyt
rzadko sobie u§wiadamiamy, chociaz czesto si¢ nig postugujemy. Zasada ta mowi, ze:

takie same roOwnania majg takie same rozwigzania niezaleznie od tego, jaki sens fizyczny
majg poszczegolne wielkosci w nich wystepujace.

Zasada ta jest bardzo wazna i upraszcza wiele badan. Miedzy innymi dzigki tej zasadzie
mozna modelowa¢ roznego rodzaju procesy mechaniczne 1 inne w maszynach analogowych
lub innych podobnych urzadzeniach. Modelowanie takie pozwala okresli¢ zachowanie si¢
jakiego$ urzadzenia bez potrzeby jego budowania. Wystarczy dziatanie tego przyrzadu zmo-
delowa¢ za pomoca odpowiednich obwodow elektrycznych. W ten sposob czesto mozna
stwierdzi¢, czy dane urzadzenie w ogole warto budowac. Wazno$¢ wspomnianej zasady pole-
ga nie tylko na tego rodzaju praktycznych zastosowaniach. Ma ona gieboki sens fizyczny,
gdyz wyraza jednos¢ roznych zjawisk fizycznych.
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