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XVII OLIMPIADA FIZYCZNA(1968/1969). Stopien 111, zadanie teoretyczne — T1

Zrédlo: Komitet Glowny Olimpiady Fizycznej;
Czestaw Scistowski: Olimpiady fizyczne XVII i XVIII. PZWS, Warszawa 1971.

Nazwa zadania:  Warunki przecigcia si¢ promieni §wiatla po zalamaniu w kuli.
Dzialy: Optyka geometryczna.

Stowa kluczowe: wspotczynnik zatamania, promien, swiatlo, osrodek, kat, padania, zata-
mania, prawo Snelliusa.

Zadanie teoretyczne — T1, zawody III stopnia, XVII OF.

W osrodku o wspotczynniku zatamania rownym 1 znajduje si¢ optycznie jednorodna
przezroczysta kula o wspdtczynniku zatamania n > 1. Promien kuli wynosi R. Na kule padaja
symetrycznie wzgledem $rodka dwa rownolegte promienie odlegte o d < 2R.

1) Jaki warunek powinny spetnia¢ d oraz n na to, aby promienie przecigty si¢ na zewnatrz
kuli?

2) Ustali¢, jaki musialby by¢ wspotczynnik zalamania n, aby promienie przecigly si¢ na
zewnatrz kuli dla dowolnego d < 2R?

3) Ustali¢, jaki musiatby by¢ wspotczynnik zalamania n, aby promienie, nie przecigty si¢
na zewnatrz dla zadnego d.

Rozwigzanie

Sposdb 1. Jako osrodek o wspdtczynniku zatamania rownym jedno$ci mozemy przyjac po-
wietrze. Poniewaz promienie / i 2 sg symetryczne wzgledem $rodka kuli O, tworzg z tym
punktem jedng ptaszczyzne. Opisane w tresci zadania zjawisko zachodzi zatem w ptaszczyz-
nie, ktéra przecina kule wzdtuz kota wielkiego (rys. 1). Punkt K jest przecigciem si¢ kierun-
kéw promieni / 1 2 biegnacych w kuli.

Rys. 1
Z trojkata AOK wynika:
A0  OK
sing sinf
za$ z trojkata ACK

9=90°~-[O0°-a) + fl=a - f3,
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Uwzgledniajac te zaleznosci mozemy napisac, ze
Rsinff  Rsinf
singp  sin(a — f)

OK =

Rozwijamy wyrazenie znajdujace si¢ w mianowniku ostatniej zaleznosci 1 wprowadzamy

sin
. = n
sin
A zatem
R

OK = )
\/n2 —sin’ & —\/l—sin2 a

Ale AC + CD =d =2Rsina. Z rdwnania tego sin o = % .

Zatem
R

2 2
\/nz— d —\/1— d
AR? 4R?

Aby promienie 1 i 2 przecig¢ly si¢ na zewnatrz kuli, musi by¢ OK > R, czyli
R

, d? d’
nt——— = Jl-—
4R 4R
d? d?
2
\/n _4R2 _\/1_4R2 <I.

Po rozwigzaniu tej nierownosci otrzymamy, ze

2
n2<2+21/1—d—2,
4R
2 2
—\/2+2,/1— d2 <n<\/z+2,/1— dz .
4R 4R

Z warunkow zadania wiemy, ze n > 1, zatem

l<n<,2+2,1- .
\" 4R?
2
az\/2+21/1— d2 s
4R

dla d = 2R przyjmuje warto$¢ minimalng a_. =+/2, a dla d = 0 — maksymalng a

min

OK =

>R.

A wigc

Skad

Wyrazenie

max = 2'

A zatem promienie przetng si¢ na zewnatrz kuli dla kazdej wartosci d <2R, gdy 1 <n <2.
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Promienie / i 2 nie przetng si¢ na zewnatrz kuli dla zadnej warto$ci d zawartej w prze-
dziale 0 <d < 2R, gdy n > 2, poniewaz zalezno$¢
1) nie zachodzi dla zadnego d.

Rys.2

Sposéb 2. Z rysunku 2 widaé, ze promienie / i 2 przetng si¢ na zewnatrz kuli, w punkcie le-

zacym na prawo od punktu B, gdy kat zalamania f bedzie wigkszy od %, p >%. Gdy

p :% przecigcie nastapi w punkcie B. Natomiast, gdy f <% przecigcie nastagpi wewnatrz

kuli. Z rysunku wida¢, ze
AC=d =2AD =2Rsin«a ,

zatem
. d
sina =—.
R
Ale
sina
. = n 3
sin
L o ., a . . .«
A poniewaz przecigcie nastapi wowczas, gdy S > > ,czyli, gdy sin > sin 5 ,zatem
sinx
n< ,
.a
sin —
istad
a
n<2cos—,
2
inaczej

n<2\/1+\/1—sin2a

2

Podstawiajac do tego wzoru wyrazenie na sino z rownania (1) otrzymamy:

2
n<1/2+1f4—%

Jest to odpowiedz na drugie pytanie postawione w tre$ci zadania. Z rysunku 2 wida¢, ze d
moze przybiera¢ wartosci od zera do 2R

0<d<2R
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Mozna zatem obliczy¢ graniczng warto$¢ wspotczynnika zatamania $wiatta n, dla ktorego nie
jest mozliwe, niezaleznie od warto$ci d, przecigcie si¢ promieni / 1 2 na zewnatrz kuli. Ma to

miejsce dla
d2
n, = lim [2+./4-— =+2.
d—2R R

A zatem rozpatrywane promienie przetng si¢ na pewno na zewnatrz kuli, gdy

1<I’l<\/§.

Promienie mogg si¢ przecig¢ wewnatrz kuli, gdy

2
n>1/2+1 4—%
2
ny =limy2+ 4= =2
d—0 R

A zatem dla n > 2 nastepuje przeciecie si¢ promieni wewnatrz kuli niezaleznie od wielkosci d.
Przeprowadzone uprzednio rozumowanie mozna uja¢ w nastgpujaca tabele.

W szczego6lnym przypadku

n Miejsce przecigcia si¢ promieni.

Promienie przecinaja si¢ na zewnatrz kuli, nie-

I<n<2 zaleznie od wielko$ci d.

Promienie przecinajg si¢ na zewnatrz kuli, gdy

2
7’l<1 2+ 4—%

Promienie przecinajg si¢ wewnatrz kuli, gdy

2
n>1 2+,‘ 4—%

\/§<n<2

Promienie przecinajg si¢ wewnatrz kuli, nieza-
leznie od wielkosci d.
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