Rozwiazanie zadania 1
a) Poniewaz podloga jest pozioma i nie wystepuje tarcie, pozioma sktadowa pedu jest zachowana

mug = muy + muy, (1)

gdzie v; jest koncowa predkoscia wézka oraz pochylni w rozwazanym przypadku. Poniewaz nie
ma tarcia i oporow powietrza, energia mechaniczna jest zachowana, czyli

%vg = 2%1}% + mgh. (2)

vo = 2/ gh. (3)

b) Niech V, bedzie predkoscia pochylni, a v - predkoscia wézka, gdy toczy sie po gérnej powierzchni
pochylni. Zasady zachowania pedu i energii przyjmuja postac

Stad

mv = muy + mVs, (4)
m m m
51)2 = Evg + 5‘/22 + mgh. (5)

Podstawiajac V5 z réwnania (4) do réwnania (5) po prostych przeksztalceniach dostajemy

v — vvg + gh = 0. (6)

Stad, wybierajac rozwiazanie, w ktérym vy > V3, otrzymamy

v+ y/v2—4gh v v —/v?—4gh
B 2 e 2 '

V2

(7)

Ruch wézka po oderwaniu sie od pochylni jest rzutem poziomym z wysokodci h z predkodcia
poczatkowa ve. Podczas takiego ruchu ruch poziomy i pionowy sa od siebie niezalezne. Ruch w
pionie jest ruchem ze stalym przyspieszeniem ¢ i zerowa predkoScia poczatkowa, zatem

1

h = —gt? 8
59t (8)
gdzie t4 jest czasem spadania wozka. Stad
2h
ts =4/ —. 9)
g

W trakcie spadania wozek oraz pochylnia maja stale predkosci poziome (réwne odpowiednio vs i
Vs). Zatem do momentu upadku wézek oddali sie od pochylni o

d=(vy— Vo) -1, (10)

d= “%(UQ—Zlgh). (11)

Zauwazmy, ze to rozwiazanie ma sens tylko gdy v > 2v/gh = vy.

Punktacja zadania 1.

Zasada zachowania pedu w przypadku a) (wzér (1) lub wzér (4) — jesli zostal wykorzystany do
wyznaczenia vg) — 1 pkt.

Czyli szukana odleglo$¢ wymnosi



Zasada zachowania energii w przypadku a) (wzér (2) lub wzér (5) — jesli zostal wykorzystany do
wyznaczenia vg) — 1 pkt.

Predkos¢ szukana w przypadku a) (wzér (3)) — 1 pkt.

Zasada zachowania pedu w przypadku b), gdy wézek toczy sie po poziomej czesci pochylni (wzér
(1)) — 1 pkt.

Zasada zachowania energii w przypadku b), gdy woézek toczy sie po poziomej czeSci pochylni
(wzor (5)) — 1 pkt.

Predkos¢ wézka oraz pochylni gdy wozek toczy sie po jej gérnej czesci (wzor (7)) — 1 pkt.

Czas spadania wézka (wzoér (9) lub wzér réwnowazny) — 1 pkt.

Przedstawienie sposobu wyznaczenia odleglosci, na jaka wézek oddali sie od pochylni (wzoér (10)
albo wzér lub rozumowanie réwnowazne) — 1 pkt.

Wynik koncowy (wzér (9)) — 2 pkt.



Rozwiazanie zadania 2.
Zgodnie z prawem Archimedesa

m
(Vl + ;) Pwg = Mg, (12)

gdzie V] jest objetoScia napompowanych balonéw, a m/p — objetoscia materiatu, z ktérego zbu-
dowano statek.
Zatem balony nalezy napompowa¢ do objetosci

Vi=m/py—m/p (13)

Potrzebna do tego praca to praca potrzebna do zwiekszenia energii wewnetrznej powietrza oraz
do rozepchniecia wody:
W = CynAT + piVi — poVo, (14)

gdzie n jest liczba moli powietrza, AT — zmiang jego temperatury, p; — ci$nieniem na glebokosci

h, Vo — poczatkowa objetoscia powietrza. W powyzszym wzorze p,V; jest praca jaka wykonujemy
przeciwko ci$nieniu hydrostatycznemu wody, poVj to praca jaka wykonuje powietrze atmosferyczne
nad powietrzem wpompowywanym do balonu.

Mamy pr = po + pugh, Vi VY = poV O staa v = 14 (2
C

Cv/(Cyv+R) ) )
) . 7 réwnania

stanu gazu doskonatego CynAT = (p1Vi — poVo) . Zatem
Cv+R
W= (pVi = poVo) = — = (15)
— CV
Do + pugh’ T E Oy +R
= {0+ pugh) = o (L) T i/, ) (16)
i Po R
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Do+ pugh TR Cv+R
- [ () ] (m/p ~m ) (0 + pugh) (17
i Po
~2,5-10° kJ. (18)

Jest to wiecej niz praca, jaka wykonalby dzwig podnoszac ten okret.

<m . %pw) gh~1,3-10° kJ.

Réznica wynika z faktu, ze w trakcie podnoszenia statku cze$¢ energii zuzytej na napompowanie
balonéw teoretycznie mozna odzyska¢ (np. w trakcie podnoszenia objeto$¢ balonéw wzrasta i pow-
staje niezréwnowazona sita wyporu).

Punktacja zadania 2.

Objetos¢ balonéw (wzér (13)) — 2 pkt.

Ogdlny wzoér na prace potrzebna do napelienia balonéw (wzér (14) lub réwnowazny) — 3 pkt.

Wykorzystanie rownania adiabaty oraz réwnania stanu gazu doskonatego — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzér (17) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Wynik liczbowy (wzér (18)) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania 3.

Niech tadunek na wewnetrznej sferze wynosi q. Potencjal w obszarze pomiedzy sferami jest
réwny potencjalowi tadunku punktowego ¢ zmodyfikowanemu o stata wartoé¢ z powodu istnienia
zewnetrznej sfery. Poniewaz na powierzchni wewnetrznej sfery ten potencjal ma by¢ réwny zero,
otrzymujemy w obszarze R/2 <r < R

9 g
V(r)_477'607‘ AreqR/2’ (19)

gdzie r jest odlegloScia od wspélnego $rodka.
Potencjal na zewnatrz sfer jest réwny potencjatowi tadunku punktowego g + () umieszczonego we
wspdlnym Srodku

V() =41 (20)

dmegr

Na powierzchni zewnetrznej sfery (r = R) oba powyzsze wyrazenia musza by¢ réwne (warunek
ciagtoéci), skad wynika

Q
= ——. 21
4= (21)
Zatem potencjal elektryczny zewnetrznej sfery wynosi
Q
V(R) = 22
(B) = e (22)

W trakcie ruchu elektronu obowiazuja: zasada zachowania caltkowitej energii oraz zasada zachowa-
nia momentu pedu. Graniczny przypadek odpowiada sytuacji, gdy predkosé¢ elektronu w odleglosci
R od $rodka ma zerowa skladowa radialng. Oznaczajac przez vy poczatkowa predkosé elektronu, a
przez v — koicowa, mamy

R
mEUO = mRuvq, (23)
2 2
mug muy Qe
—4+0=— ) 24
2 + 2 + 8meg R (24)

Z pierwszego réwnania v; = vy/2, zatem

2 2
mu;  mug Qe
= 25
2 8 +87T60R (25)
stad
Qe
Ey = . 26
0 67T€0R ( )

Punktacja zadania 3.

Potencjat elektryczny zewnetrznej sfery wraz z wyprowadzeniem (wzér (22)) — 3 pkt.

Zauwazenie, ze przypadek graniczny odpowiada sytuacji, gdy predkosé¢ elektronu w odlegtoéci R
od $rodka ma zerowa sktadowa radialna — 1 pkt.

Zasada zachowania momentu pedu zastosowana do poczatku i konca ruchu elektronu (wzér (23))
— 2 pkt.

Zasada zachowania energii zastosowana do poczatku i konca ruchu elektronu (wzér (24)) — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzér (26)) — 2 pkt.



Rozwiazanie zadania numerycznego

Niezbedne wzory i rozwazania wstepne

Gdy klocek §lizga sie wzgledem tarczy, sita tarcia ma stalg warto§é réwna mgpu i jest skierowana
przeciwnie do predkosci klocka wzgledem punktu tarczy, nad ktérym znajduje sie klocek w danej
chwili. Oznacza to, ze

<
|
<y

F = mgp , (27)

<t

<y

gdzie v jest predkoscia klocka w danej chwili, natomiast 1% jest predkoécig tarczy w punkcie, w
ktérym znajduje sie klocek. Wybierajac poczatek ukladu wspoétrzednych w $rodku tarczy i oznaczajac
wspotrzedne klocka w ukladzie nieobracajacym sie przez (z, y) mamy

—

V=WV V) =(wy, —wz). (28)

Zatem réwnania Newtona dla ruchu klocka przyjma postac

WY — Vg

- \/(wy —v,)° + (—wz — vy)2

—wT — vy
= ug 5 >
\/(wy — )" + (—wz — vy)

Te réwnania mozna rozwiazywaé numerycznie korzystajac ze wzorow przedstawionych w treSci
zadania.

Zauwazmy, ze gdy klocek spoczywa na obracajacej sie tarczy, to przyspieszenie musi by¢ mniejsze
lub réwne maksymalnemu przyspieszeniu spowodowanemu tarciem

, (29)

A, =

Sl 3@

(30)

ay:

wir < g.

Oznacza to, ze jesli w jakimkolwiek momencie ruchu zajdzie

Ky
— < 1, 31
2y (31)
czyli
K9
> E, (32)

to klocek na pewno w dalszej czeéci ruchu nie zatrzyma sie wzgledem tarczy. Oznacza to réwniez,
ze nie ma sensu szukanie granicznej wartoSci p dla p < 1.

Ponizej oméwiono rozwigzanie wykorzystujace arkusz kalkulacyjny. Oczywiscie wykorzystanie
innych narzedzi do obliczefi numerycznych jest dopuszczalne.

Opis algorytmu i jego implementacji

W pierwszych wierszach arkusza do odpowiednio opisanych komérek wprowadzono wartos$ci odpowiada-
jace stalym g, p oraz w. Do tych komérek odwotuja sie wzory w komérkach odpowiadajacych F,/m
oraz F,/m. Jedna z komérek odpowiada réwniez poczatkowej odlegloéci klocka od osi obrotu R.

W wierszu ponizej, w kolejnych komérkach wpisano nagléwki kolumn — nazwy okre$lajace dane,
ktére beda znajdowaly sie w poszczegdlnych kolumnach: ¢, dt, vy, vy, Vi, Vi, Vo —v,, V, — vy, |V —0|,
F,/m, F,/m, x, y, r (nie wszystkie one sa niezbedne do rozwiazania zadania). Oznaczajac indeksem
n (poczawszy od 1) formuly w komérkach w wierszu n ponizej wiersza mamy (dla przejrzystosci
stosowana jest notacja matematyczna, bedaca odpowiednikiem formut wpisanych do arkusza)



Wiersz pierwszy (zerowy krok algorytmu):

t1 =20 dt; = 0,005

Vg1 = 0 Vy1 = 0

Vil = win Vyl = —WwT

(Ve —v)1 = Vo — v (Vy - Uy)l =V —op

V= vli = (Ve —v)7) + (V, — vy)i

(Fr/m)y = pg - (Ve = vt /I[V = 0ly - (Fy/m)y = pg - (Vy = v/ [V —vly
Ty = 0 Yy = R

ri=v/}+ y} (ng/ (wW?r)), = pg/ (wr1)

Wiersz n+1 (n — ty krok algorytmu):

thar =t, +dt, dtn,q = dt,

Vent1 = Vg + (Fy/m), - dt, Vynt1 = Uyn + (F,/m),, - dt,,
Vine1 = WYnt1 Vyn+1 = —WTnp+t1

(‘/;: - Ux)n—',—l = Vint1 — Vant1 (‘/y - Uy)n—i—l = Vvyn—i—l — Uyn+1

[V = vlpsr = \/(V;: - vx)iﬂ +(V, - Uy)iﬂ

(Fe/m)ni1 = pg - (Vo = Ve)nsr/|V = Vlnrr (Fy/m)nsr = pg - (Vy — vy)nsr/|V — v]nsa
Tpal = Tp + Vgp - dity Ynt1 = Yn + Vyp - diy,

Tntl = / IEL-H + yr%-&-l (Ng/ (WQT))n-H = Ug/ (w2rn+1>

Aby moéc oceni¢ doktadno$é obliczen numerycznych, zawarto$¢ tak utworzonego arkusza sko-
piowano do drugiego arkusza w ramach tego samego skoroszytu (tego samego pliku), a nastepnie
skopiowano tak ostatni wiersz, by w drugim arkuszu bylo dwa razy wiecej krokéw algorytmu, niz w
pierwszym.

W trzecim arkuszu (w tym samym skoroszycie) utworzono wykres przedstawiajacy tor wyznac-
zony przez kolumny x oraz y z pierwszego arkusza oraz tor wyznaczony przez kolumny x oraz y
z drugiego arkusza. W drugim arkuszu przyjeto warto$¢ dt dwa razy mniejsza, niz warto$¢ dt w
pierwszym arkuszu.

Dodatkowo w drugim arkuszu umieszczono dane pozwalajace na narysowanie okregu o promieniu
rer = pg/w? i umieszczono wykres tego okregu (nazywanego dalej okregiem granicznym) na wspSlnym
wykresie toréw z arkusza pierwszego i drugiego.

Opis wykorzystania algorytmu do wyznaczenia granicznej wartos$ci p

W obliczeniach dlugosci wyrazono jako wielokrotnosci poczatkowej odlegtoéci od osi obrotu, za$
czas jako wielokrotno$ci 1/w. Odpowiada to przyjeciu R = 1 oraz w = 1. W obliczeniach zmieniano
wartoSci g wyrazone w zdefiniowanych powyzej jednostkach dlugosci i czasu. Oczywidcie mozliwy
jest inny wybdr jednostek, w ktorych prowadzone sa obliczenia.

Poczatkowo w pierwszym arkuszu znajdowalo sie 5000 opisanych powyzej wierszy (krokéw) a
warto$¢ kroku czasowego dt w tym arkuszu wynosita 0,005 (patrz uwaga o jednostkach powyzej),
natomiast w drugim arkuszu znajdowalo sie 10000 wierszy (krokéw) a warto$¢ kroku czasowego
dt wynosita 0,0025. W dalszych rozwazaniach w obu arkuszach wartosci wszystkich pozostalych
parametréw (précz dt) przyjmowano zawsze takie same, zatem mozna oczekiwaé, ze oba tory beda
takie same.

Po wstepnej analizie wykreséw otrzymanych dla pg w przedziale od 1,0 do 1,4 stwierdzono
konieczno$¢ zmniejszenia kroku czasowego, gdyz wykresy z pierwszego arkusza oraz z drugiego
arkusza znacznie sie réznily.

Ostatecznie przyjeto w pierwszym arkuszu warto§¢ kroku czasowego dt réwna 0,001 zwiekszajac
liczbe wierszy (krokéw) do 10000, natomiast w drugim arkuszu dt = 0,005, a liczba wierszy (krokéw)
wynosita 20000. Zmodyfikowano przy tym odpowiednio zakresy komoérek, do ktérych odwotuja sie
wykresy.

Analizujac tory dla réznych ug stwierdzono, ze dla pg < 1,14 ((a tym samym p < 1,14) mamy do
czynienia z przypadkiem b) z tresci zadania (patrz Wykres 1 odpowiadajacy p = 1,14), natomiast



dla pg > 1,15 ( a tym samym p > 1,15) — z przypadkiem a) z tresci zadania (patrz Wykres 2
odpowiadajacy p = 1,14).

Na tej podstawie przyjeto, ze graniczna warto$¢ p wynosi p,, = 1,145 £ 0, 005.

Wykresy 3 oraz 4 przedstawiaja wymagane w tresci zadania wykresy dla p = 1,045 oraz p = 1,245.

Dyskusja

Na wykresie 1 latwo mozna zauwazy¢ rozbiezno$¢ miedzy torami opowiadajacymi dt wieksze
(arkusz 1) oraz dt mniejsze (arkusz 2), co pozornie sugeruje koniecznos¢ dalszego zmniejszenia kroku
czasowego. Zauwazmy jednak, ze do miejsca, gdzie tory przekraczaja okrag graniczny, sa one (wiz-
ualnie) nieodréznialne. Poniewaz to przekroczenie okregu granicznego decyduje o tym, czy mamy do
czynienia z przypadkiem a) czy b), przyjecie, ze dla p = 1,14 mamy do czynienia z przypadkiem b)
jest uzasadnione.

Zauwazmy, ze wzoér (27) nie obowigzuje w przypadku, gdy klocek spoczywa wzgledem tarczy.
Zastosowanie go oznacza, ze w naszym przyblizeniu klocek nigdy sie nie zatrzyma wzgledem tarczy —
moze wykonywaé chaotyczne drgania wokoél ustalonego punktu na tarczy. Taka sytuacja oznacza, ze
nasze rozwiazanie moze by¢ niestabilne numerycznie dla bardzo dlugich czaséw. Rzeczywiscie analiza

wartoSci komérek )‘7 — U ’ w arkuszu kalkulacyjnym w przypadku p = 1,5 pozwala stwierdzi¢, ze
"7 —U ’ / (wr) osiaga w pewnym momencie warto$¢ ponizej 10~*, nastepnie wzrasta, a potem znowu

maleje. Tak mala warto$¢ )\7 -7 ) / (wr) oznacza, ze w rzeczywistoéci klocek przestal sie $lizgaé

wzgledem tarczy. Poniewaz w tym momencie speliony jest warunek pg > w?r (bo tor znajduje sie
wewnatrz okregu granicznego), zatem dla p = 1,5 rzeczywidcie mamy do czynienia z przypadkiem
a). Podobna sytuacja wystepuje dla p = 1,245 (wykres 4).

Punktacja zadania numerycznego

Sila dzialajaca na klocek (wzory (27) oraz (28)) — 2 pkt.

Opis algorytmu i jego implementacji — 2 pkt.

Opis wykorzystania algorytmu do wyznaczenia p,, — 2 pkt.

Wartosé¢ graniczna p w zakresie od 1,1 do 1,2 — 1 pkt.

Wartoé¢ graniczna p w zakresie od 1,135 do 1,155 — 1 pkt.

Wykresy dla p = (pg, — 0,1) oraz p = (pg + 0,1) — 2 pkt.



